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Prosz ↪e przypomnieć podstawowe informacje z rachunku wektorowego i ma-
cierzowego oraz z analizy matematycznej (pochodne), które b ↪ed ↪a potrzebne w
dalszych zaj ↪eciach. Wektory zawsze s ↪a pisane kolumnowo i s ↪a trójwymiarowe.

1. Pokazać, że iloczyn skalarny dwóch wektorów można w równoważny sposób
zapisać jako < a, b >=aT b=bTa= tr(abT ). Symbol tr oznacza ślad macie-
rzy, czyli sum ↪e elementów na przek ↪atnej macierzy prostok ↪atnej.

2. Pokazać, że d lugość wektora ‖ a ‖=
√

a21 + a22 + a23 jest równa
√
< a, a >.

3. Pokazać w lasności iloczynu skalarnego < a, b >=< b, a > oraz < ka, b >=
k < a, b >.

4. Iloczyn wektorowy dwóch wektorów a i b wylicza si ↪e nast ↪epuj ↪aco:

a× b = det

 i j k
a1 a2 a3
b1 b2 b3


= i(a2b3 − a3b2)− j(a1b3 − a3b1) + k(a1b2 − a2b1) =

 a2b3 − a3b2
a3b1 − a1b3
a1b2 − a2b1


Pokazać w lasności iloczynu wektorowego a × b = −b × a oraz (ka) × b =
k(a× b).

5. Pokazać, że każdy wektor definiuj ↪acy iloczyn wektorowy, czyli a i b, jest
prostopad ly (ortogonalny) do tego iloczynu a× b.

6. Wyprowadzić postać macierzy skośnie symetrycznej A wymiaru 3 × 3
spe lniaj ↪acej warunek a × b = Ab. Macierz skośnie symetryczna spe lnia
równanie

A + AT = 0.

Czy otrzymana macierz A spe lnia powyższe równanie?

7. Policzyć pochodne ∂f
∂q funkcji wielu zmiennych:

(a) f(q1, q2) = 11 sin2(q22 + q1q2)− ln q1 cos(3q2 + 1)

(b) f(q1, q2) =

[
tg q1 + q42q

2
1

arc tg(q1 + 2q2) + 5q1

]
(c) f(q1, q2, q3) =

[
tg2 q3 + q42q

2
1

arc tg(q1 + 2q2 + q3) + 5q1

]
8. Policzyć pochodn ↪a po czasie df

dt funkcji z lożonej

f(q1(t), q2(t)) = 7 sin2 q1 + q1q
2
2 .

1


