
Lista nr 7 z Robotyki 1

1. Dla hipotetycznych obiektów o zadanych energiach kinetycznych i potencjalnych wyliczyć ich równania
dynamiki (zastanowić si ↪e, jaki jest wektor wspó lrz ↪ednych uogólnionych q w poszczególnych przy-
padkach):

(a) obiekt 1

K(q, q̇) = (2 sin q1 + 3q2)q̇21 + cos2(2q2 − q1)q̇22 − 2 sin q1 cos q2q̇1q̇2,

V (q) = m1g sin(q1 + q2) + m2g(sin q1 + cos q2)

(b) obiekt 2

K(q, q̇) = 2q̇21 + q1q
2
2 q̇

2
2 + q̇23 ,

V (q) = m1gq1q2 + m2gq
2
1 −m2g sin q3

Energi ↪e kinetyczn ↪a dla każdego obiektu przedstawić w postaci formy kwadratowej xTAx.

2. Policzyć macierz pseudoinercji jednorodnego pr ↪eta o d lugości l i masie m, umieszczonego pomi ↪edzy
punktami (a, 0, 0)T oraz (a + l, 0, 0)T . Ile wynosi moment bezw ladności pr ↪eta wzgl ↪edem uk ladu
umieszczonego w jego środku, a ile, gdy uk lad jest umieszczony na jego końcu?

3. Policzyć macierz pseudoinercji jednorodnej p lytki (o pomijalnej grubości) kwadratowej o boku a i
masie m, środku masy w pocz ↪atku uk ladu wspó lrz ↪ednych, wzgl ↪edem którego liczymy macierz. Boki
kwadratu s ↪a rownoleg le do osi. P lytka leży na p laszczyźnie XY (czy wspó lrz ↪edna Z jest istotna?).

4. Bardzo użyteczne twierdzenie Steinera pozwala policzyć macierz pseudoinercji J obiektu, gdy znamy
jego macierz pseudoinercji J0 w uk ladzie zwi ↪azanym ze środkiem masy. Zależność jest nast ↪epuj ↪aca:

J = A · J0 ·AT ,

gdzie macierz A ∈ SE(3) (jednorodna) jest transformacj ↪a pomi ↪edzy uk ladem, w którym liczymy J ,
a uk ladem, w którym liczono J0.

(a) Policzyć macierz pseudoinercji kwadratu z zadania 3 obróconego o 45o.

(b) Policzyć macierz pseudoinercji kwadratu z zadania 3 przesuni ↪etego o wektor (1, 2, 0)T .

(c) Policzyć macierz pseudoinercji kwadratu z zadania 3 przesuni ↪etego o wektor (1, 2, 0)T i obróconego
o 45o.

(d) Czy kolejność wykonywania transformacji jest istotna? Przypuszczenia potwierdzić odpowied-
nim szkicem.

(e) Policzyć macierz pseudoinercji kwadratu z zadania 3 przesuni ↪etego o wektor (1, 2, 3)T .

5. Policzyć równania dynamiki planarnego podwójnego wahad la, umieszczonego na p laszczyźnie pio-
nowej:

(a) gdy masy ogniw maj ↪a rozk lad liniowy i jednorodny,

(b) gdy masy s ↪a punktowe, umieszczone na końcach ogniw.


