Kompendium faktéw z matematyki na uzytek kursu “Robotyka 1”7, (v. 10.2016)

Rachunek macierzowy:
macierz A = [a;;], i =1,...,m, j=1,...,n 0 m wierszach i n kolumnach: (m X n)
1. macierz transponowana A’ = [a],

2. wyznacznik macierzy det(A) od ang. determinant:

e dla macierzy (3 x 3) wyliczany np. schematem Sarrusa (dopisanie dwéch kolumn,
alternatywnie wierszy ), mnozenie gora-dot ze znakiem + i dét-gora ze znakiem minus,

przyktad:
a11 a2 ais | ayp a2
As1 Qoo Qo3 | G21 G0 =
31 a3z 0as3 | azy a3z

+a11 - Q22 - 33+ Q12 - Q23 - Q31 + A13 - A21 * A32 — A31 * A2 * A13 — A32 * (23 * G411 — (33 * G21 * (12

e rozwinieciem Laplace’a (tu w wersji rozwiniecia wzgledem i-tego wiersza, mozna
takze wzgledem dowolnej kolumny)

det A = Z aiinj

gdzie A;; — dopelnienie algebraiczne elementu a;;, czyli (—1)"*7 - M;;, M;; — minor

elementu a;; (wyznacznik podmacierzy z usunietym wierszem ¢ i kolumng j).

Szczegdlnie wygodny sposob, gdy wiersz lub kolumna zawiera duzo zer. Przyktad:
(wzgledem 1-go wiersza)

1 2 0
det(|12 —1 2 |)=
4 -2 =3

:1-(—1)1+1det([:; _23])+2-(—1)1+2de1:(li _23])+0-(—1)1+3det(li :ﬂ)

3. rzad macierzy rank(A) = k, gdzie k jest najwieksza liczba calkowita nieujemna, taka
ze pewna(dowolna) podmacierz (k x k) wycieta z macierzy A ma niezerowy wyznacznik.
Warto pamietaé, ze rzad macierzy sie nie zmienia, jesli dodamy (odejmiemy) dwa wiersze,
kolumny, pomnozymy(podzielimy) wiersz, czy kolumne przez liczbe niezerowa (operacje
uzyteczne, by sprowadzi¢ macierz do postaci tatwiejszej do policzenia wyznacznika (rze-
du)). Przyktad (policzy¢ rzad, tatwo zgadnaé operacje wykonywane):

1 2 0 1 1 0 0 1 1 0 0 O 1 0 0 0
21 6 5=1|2 -3 6 5/=(2 -3 6 3|=(0 =3 0 0
4 -2 -3 1 4 —-10 =3 1 4 -10 -3 -3 0 —-10 -23 -13

czyli rzad wynosi 3 (przyktadowa macierz ztozona z pierwszych trzech kolumn wynikowej
macierzy ma wyznacznik niezerowy)

4. $lad macierzy: tr(A) = ¥, a; (suma elementéw gltéwnej diagonali). Przyktad:

1 2 0
tr(|2 =1 2 |)=1+(-1)+(-3)=-3
4 -2 -3

Wtlasnosci sladu:

tr(A+ B) =tr(A) +tr(B), tr(c-A)=c-tr(4)
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5. Macierz blokowa. Czasem warto rozbi¢ macierz na bloki i wykonywadé operacje na blokach
jak na elementach.
Przyklad 1: wyliczenie wyznacznika (z podziatem na bloki (2 x 2))

1 2 0 4
aer(| ) 2 ):det(E _211)@@([‘13 (2)1)—65@([(2) _A‘J).det(ﬁ _32])
0 3 1 2

Przyktad 2: mnozenie blokowe macierzy (A;;, B;; sa blokami macierzy takimi, ze mozna

A11 A12 B— Bll Bl2
Agl A22 ’ B21 B22 ’

mnozy¢ macierzowo). A = [

A-B— A1 By + ApByy A By + A1aBo
A1 Bi1 + Ao By A9 Big + A Bay

Szczegdlnie efektywne, gdy podmacierze sa zerowe lub jednostkowe.

Rachunek rézniczkowy

Konwencja: pochodna wzgledem czasu oznaczamy kropka (krotnosé — wielokropkiem)
e pochodna sumy: 4 (u+v) = Lu+ Ly

e pochodna iloczynu: 4 (u-v) = (Lu) - v+ u- (L)

e pochodna typu stata (c) mnozona przez wyrazenie : 4 (c-u) = c(gu)

e pochodna funkcji uwiktane;j:

0f(g(z)) _ 9f(g(x)) 9g(x)
Ox dg(x) Ox

Przyktad:

04/sin (222 i 2 2
sin(2e%) ! 9sin(2a7) ! cos(2x2)a(2$ ) ! cos(22?)4x

- - O 2,/sin(2z?)

or om0 2kmee)

e Pochodne czgstkowe.
Jesli funkcja zalezy od kilku zmiennych mozna liczy¢ pochodne po kazdej z nich. Przyktad:

f(q,q) = 2sin(q) - ¢* (zmiennymi sa tu ¢ i q).

afgg’ 9) = 2cos(q) - ¢°, afgg 7

= 2sin(q) - 2 - 4.

e pochodna funkcji wektorowej o argumencie wektorowym. Pochodna wektora: wektor zto-
zony z pochodnych jego wspotrzednych. Pochodna po argumencie wektorowym: wektor
ztozony z pochodnych po wspotrzednych tego wektora.

Przyktad 1: funkcja skalarna o argumencie wektorowym f(q = (q1,¢2)) = ¢} - cos(q).

of af of

= — — — 2 . q]
aq (8(]1 ) an) (2(]1 COS(q2>, q1 Sln(Q2))



Przyktad 2: funkcja wektorowa o argumencie skalarnym
_ [sin(q) 9f _ |cos(q)
Przyktad 3: funkcja wektorowa o argumencie wektorowym

—2sin(qp) cos(go) of —2cos(q1) cos(qa) 2sin(qy) sin(gz)
flo= () = | I o)) B[ 2ol costa) Zeinlan)inty

Tozsamosci trygonometryczne

e jedynka trygonometryczna:
V., sin®(z) + cos’(z) = 1,
e sinusy i kosinusy sum i réznic katow

sin(x + y) = sin(z) cos(y) £ cos(z) sin(y), cos(z £ y) = cos(x) cos(y) F sin(x) sin(y),



