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0.1 Basic concepts

�� ��� ��������� �� ����� ������� � ������ �� �������� ���� ��� �������

�������� �������� ��� ������������ �������� ���� ���� ������ ����� �� ��

����� ������ �� �� ������� ���� ��� ������ ��� ��� � ������� ���� ���

�������� �� ������ ����� ��� ��� ����������� ����������� ��� ���� ��� ����

����� ��������� �� ��� ��������� ������� ��� �������� ����������� ���������

�������� �� ��� ������������� �������� ��������� �� ��������� �������������

�� ������ ���� �� � ������� ������ ��� ��� ���� ������ �� ����� ������ ���

������ �� ���� �� ��� �� ��� �� ��� �����������

0.1.1 Set theory

��� ������� �� � ��� �� ������� �� � ������� �������� ������� ���� X�Y

������ ���� �������� ������ ���� �������� x�y� z� � ������ R ⊂ X × Y ����

�� ������ � ������ ��������� �� ��� ���� x �� �� �������� R ���� y� xRy� ��

(x�y) ∈ R�

Definition 0.1.1 � �������� R ⊂ X× Y ���� �� ����� � ��������� ��

(x�y)� (x� z) ∈ R =⇒ y = z�

��� �������� �� ������� ���� �� ��� ������� f : X −→ Y� ��� ��� Gf =

{(x�y)|(x�y) ∈ f} �� �������� �� �� ��� ����� �� ��� ���������

Definition 0.1.2 ����� � ��������� X� ��� ��������

f : X× X −→ X

���� �� ������ � �������� ��������� �� X�

�



������� �� ������� �

Definition 0.1.3 � �������� R ⊂ X×X ���� �� ������ �� ����������� ���������

�� ��� ��������� ���������� �����

� ����������� xRx�

� ��������� xRy =⇒ yRx�

� ������������� xRy∧ yRz =⇒ xRz�

����� ����������� �������� ���������� ��� ��������� ���� ��������� ���

�������� ����������� ������� ������ ��

[x] = {y ∈ X|yRx}�

���� ��������� �� ����������� ����
�

x∈X[x] = X� �� ���� ������� �� ��� ����

������ ������� �� � ������� ����������� ������ � ������������� �� ��������

�� � ��������� �������� �� ��� ������������ ���� �� �� �� ����������� ��������

��� ��� ���������������� �� ����� ����������� ����� �� ��� ������� �������

������� ��� ���� �� � ������ ���� �� ������� �� ������ � ������ ���� ���

���������� � ��������� ���� �� �������� ���� ���� ������ ���������� ���

��������� �� � ������������� �� ��� ������������� �� ����������� ������� ���

��������� �� ���� �� ���� � ������ ����� �� ���� ��� ������������� �����

���� �� �� ��������� �� ��� � ����� ������ �� ��� ����������� �������� �� ���

����� ����� ��� ������������� ���� ��� �� �������� ��� ������� ��������� ��

��� ��� ����������� �������� � ������ ������ � ��������� �� ����� ����� ���� ��

� ������������� �� ����� ��������� ���������� ������� �������� ��� �������

��������

0.1.2 Algebra

Definition 0.1.4 ��� X ������ � ��������� ���� �� ��������� ◦� ��� ����
��� (X� ◦) �� ����� � ������ �� ����� ������ �� X � ������� ������� e�

���� ���� x ◦ e = e ◦ x = x ��� ����� ������� x ∈ X ��� ��� �������

������� x−1 ∈ X ��� ����� x−1 ◦ x = x ◦ x−1 = e� �� ��� ����� ���������

�� ������������ x◦y = y◦x� ��� ����� �� ������ ����������� ����������
���� ��� ����� ��������� �� ������������ x◦(y◦z) = (x◦y)◦z� ��� �����
�� ������ ������������

Definition 0.1.5 �� �� ��� ��������� X ����� ��� ��� ����������� ��� ◦�
���� ������� �� ����� X �� � ����� ��� ������� ∗� ���� ���� ���� ���
������������� x∗ (y◦z) = (x∗y)◦ (x∗z) ��� ���� (y◦z)∗x = (y∗x)◦ (z∗x)�
���� X ���� �� ����� � ����� �� ����� ������ �� ��� ���� �� ������� 1�

���� ���� 1 ∗ x = x� ��� ���� �� ������ � ���� ���� ������



������� �� ������� �

Definition 0.1.6 � ��������� X �� �������� �� �� � ������ ����� ���� ���

��� �� ���� ������� R� �� ��� ����� (X� ◦) �� ����������� ��� ������������
��� � �������������� �� ������ �� �������� X �� ������� α�β� 1 ∈ R�

������ ��� ��������� ����������� (α+β)◦x = αx◦βx� α(x◦y) = αx◦αy�
(αβ)◦x = α(β◦x) ��� 1x = x� ��� ������� �� R �� ���� � ���� ���� �����

R ���� X �� ������ � ������ ���� ���� �����

Definition 0.1.7 � ��������� X ���� ��� ���������� ◦� ∗� ���� ���� (X� ◦)
�� � ������ ����� ���� R ��� (X� ∗) �� � ����� ����� ��� ���������� �����
������ ������� ��� ���������� (x ◦ y) ∗ z = (x ∗ z) ◦ (y ∗ z) ��� x ∗ (y ◦ z) =
(x ∗ y) ◦ (x ∗ z)� �� ���� �� ��������

0.1.3 Topology

��� ������ �� � ����������� ����� ���� �� ���������� �� ����� �� � ������

�� ���� �����

Definition 0.1.8 ��� X ������ � ���������� ��� �������� X ���� �� ���

���� �� � ������ O �� ������� �� X� ������ ���� ����� ���� ��� ���������

�����������

� ��� ����� ��� ��� ��� ����� ��������� ������ �� O�

� ��� ���� �� ���� ���� �� �� ���� ����

� ��� ����� �� ��������� ������ �� ���� ���� �� �����

��� ���� (X�O) ���� �� ������ � ����������� ������ �� � �������������

�� � ����� x ∈ X �� ���������� ��� ���� ��� X ���������� x�

Definition 0.1.9 ��� � �������� f : X −→ Y ������� ��� ����������� ������

�� ������ ��� �������� f �� ����� ����������� �� ��� ������������� ��

��� ���� ������ �� Y �� ���� �� X� ����� ��� ����������� �� ���������

���� ������� ���� ��� ��� �������� {xn} �� �������� �� ��� ����� X �����

�����

���
n→+∞

f(xn) = f

�
���

n→+∞
xn

�
�

�� ���� ������� �� ����� ������� ����������� ��������������� �� ���� ����� ���

���� ������ �� ����� ��� ����������
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Definition 0.1.10 � ������ ��� �� ��� ���������� �� ��� ���� ���� �� �����

���� ���A �� � ������ A ⊂ X �� ������ �� ��� ������� ���� ��� ���������

�� A� � ������ A �� ������ � �������� ���� �� ��� �������� �� ������ �

������ A �� ����� �� X� �� �� ����� ������������� �� ���� ����� x ∈ X

����� ��� ���� ������ ���� A� � ��� A �� ������� ����� �� �� �� ������

��� ��������� � ����������� ����� �� �������� �� ��� ����� �� �����

�������� �� �������� �� ���� ����� ������� �� ���� ������

0.1.4 Calculus

� ����� ���� ���� �� ����� ����� �� ��� ����������� ��������� � ������ �������

��� ��� ������������ �� ��� ������� �� ���������� �� � ������ ������

Definition 0.1.11 � ����������� ����� X �� ����� � ������ ����� �� �� ��

� ������ ����� ����� R�� ������� ��� ��������� ��� �������� �� ���

������ ����� �� ������ �� ����� �� ��� ����� �� || · || ������� � ����
���� � ������������� �� ������ r �� � ����� x �� ��� ������ ����� �����

��� ����

{y ∈ X| ||y− x|| < r}�

����� � ������ ������� �� x0 ���� ������ r �� ������ ��

Br(x0) = {y ∈ X| ||y− x0|| = r}�

Definition 0.1.12 ��� f : X −→ Y �� � �������������� �� ������ �������

��� �������� ���������� �� ��� �������� f �� � ����� x �� � ������ ��������

Df(x) : X −→ Y ���� �������� ��� ���������

f(x+ v) = f(x) +Df(x)v+ o(||v||)�

����� ��� ������ ������ o(�) ������� � �������� ������� �� ���� �����

���� � ����� �� ����� ��� ������� ���������� �� ��� �������� f �� ������

��

Df(x)v =
d

dα

����
α=0

f(x+ αv)�

��� ������� ���������� �� ��������� ����������� ��� ����������� �������

���� ��� ���� ���� �� ��� �������� ���������� ������ ��� �� ���������� ����

������ ��� ������� �����������
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0.2 Linear control systems

�� � ������ ������� ������ �� ���� � ������ ��������� �� ������ �����������

���������

σ : �x = Ax(t) + Bu(t)� �����

����� x ∈ Rn � ����� ��������� u ∈ Rm � ������� ��������� ��� A ��� B ����

������������� ��� �������� ��� ������� �������� �� ���������� n × n ���

n×m� ��� ������ Rn ��� Rm ��� ������� ������������ � ����� ����� ��� �

������� ������ ��� � ������� ������ ��� ������� ������� �������� �� �������

���� � ������� ���� ���������� ��� ����������� �� � ������� ����������

����� ������ ������� ������ ��� �� ��������� ���� � ���� �� ���������

σ = (A�B)� �� ��� ��� �� ������ ������� ������� Σ ∼=Rn2+nm� ����� � �������

�������� u(t) ��� �� ������� ����� x0� ��� �������� ���������� ��� �� �����

�� � �������� �� ��� ����������� �������� ������ �������� ��� ������ ��

���������� �� ��������� �� ���

x(t) = etAx0 +

�t

0

e(t−s)ABu(s)ds� �����

��� ������ ����������� ��������� �� ��� ������� ����� �� ������ �� � ���

�� ��� ������� ������

etA =

∞�

i=0

(tA)i

i!
�

� ������ �� ������� ����� �������� ��� ��� ����������� �� ��� ������

����������� ������� ��������� �� ��� ��������� �� ��� ������� �������

0.2.1 Controllability

� ����������� �������� �� � ������� ������� ��� ������ ������� �� ��� ����

�������� �� �������� ��� ����� �� ��� ����� ����� ����� � �������� ������

�������� ���� ����������� �������� �� �������� �� �� ���������������� ��������

��������� �� ����� ��� ��������� ��������� �� ���������������

Definition 0.2.1 ��� ������ ����� �� ������������� �� ��� ��� ������� �����

x0 ��� ��� �������� ����� xd ����� ������ � ������� u(t) ��� � �������

���� T � 0� ���� ����

x(T) = eTAx0 +

�T

0

e(T−s)ABu(s)ds = xd�



������� �� ������� �

������� x0 ��� xd ��� ���������� ��� ��� ������ eTA �� ����������� ���

�������� �� ��������������� ����� ���� ��� ��������

I =

�T

0

e−sABu(s)ds �����

������� ��� ������ ���� Rn� ������ ������ ��� ������� �� ���������������

�� ��� ��� �� ����� �� � ������ ������ �� ������������� ��� ������ �������

������� �� ������ �� ���� �������� ������� �� �� ���������� ������ ��� �����

�� �������� ��������������� ����������� ����� � ����� x� ��� �� ����� � �������

�� ��� ��������� ���

u(t) = BTe−tAT

G−1
T x� �����

����� ��� ������

GT =

�T

0

e−sABBTe−sAT

ds

�� ����� �� ��� ���� ������ �� ��� ������ ������ �� �� ������ ��������

���� ��� ������� ����� �� ���� ������ �� ��������� ���� ��� ���� ������ ��

����������� ���������� � ������������ �� ���� ������� �� ����� ������ I = x�

�� ��� ����� �� ����� ������������ ��� ��� ����� ��� ��������� ��������� ���

�������� ��������������� ��������� ��� � ������ �������

Theorem 0.2.1 ��� ������ ����� �� ������������ �� ��� ���� �� ��� � �������

T > 0 ��� ���� ������ GT =
�T
0 e−sABBTe−sAT

ds �� ���������� (���GT �=
0)� ������������ ��� ������� ������������ ��� ������ ���� ��� ����� x0
�� ��� ����� xd �� ���� T ����� ��� ����

u(t) = BTe−tAT

G−1
T

�
e−TAxd − x0

�
�

� ������ ����� �� ���������� ������ �� ������� ����� �� ��� ����� ���������

�� ����� �� ������ ��������������� ��������� �� ��� ��� ��������� ������

����������

Theorem 0.2.2 ��� � ������ σ = (A�B) ��������� �� ��� ������� ����� ��

��������� ��� ������ ������

Ω =
�
B� AB� � � � �An−1B

�
�

��� ������ ����� �� ������������ �� ��� ���� �� ��� ������ ������ ���

���� ���� n�

rankΩ = n�



������� �� ������� �

0.2.2 Equivalence

���� ��� ������ ������� �� ��� ���� ����� ����� ��

σ : �x = Ax(t) + Bu(t)�

σ � : �ξ = Fξ(t) +Gv(t)�

����� x� ξ ∈ Rn u� v ∈ Rm� ����� ������� ������� ���� �� �������� �� ��

���������� �� ����� ������ �� ����������� ������������ ������� ����� ����

���������� ���� ���������� ��� ����� �� ����������� �� ������ ������� �������

��� �������������� S������������ ��� F������������� ������ �� ��� ���������

����

Definition 0.2.2 ��� ������ ������� ������� ��� S������������ ����

σ ∼=
S
σ � ⇐⇒ u = v ��� (∃P� ��� P �= 0)(ξ = Px� ���� PA = FP� PB = G)�

Definition 0.2.3 ��� ������ ������� ������ ��� F������������ ����

σ ∼=
F
σ � ⇐⇒ (∃P� ��� P �= 0� K� Q� ��� Q �= 0)(ξ = Px� u = Kx+Qv�

���� PA+ PKB = FP� PBQ = G)�

���� ����� ������������ ��� ����������� ��������� ���� ����� ���� ��� ���

������� ��������� ��� ����������� �� �� ������ ���� ���� S������������ �� �

������� ���� �� F������������ ��� K = 0 ��� Q = Im� � ������������ �������

��������������� ��� ��� ������ ����������� �� �������� �� ��� ���������

Theorem 0.2.3 ��������������� �� �� ��������� �� ��� ������ ������������

���� �� σ ∼=F σ
� ��� σ �� ������������ ���� ���� σ � �� ������������� � ����

������ ��� ���� ���������� �� ����� ��� S�������������

0.2.3 Classification and normal forms

��� � ������ ����� ������ ������� ������ �� �����

σ : �x = Ax(t) + bu(t)�

����� x ∈ Rn� u ∈ R� A ∈ Rn2
� b ∈ Rn� �� ����� ����������� ���� �� �

������� ������ �� ��� ������ P ��� ������ σ �� ���� S����������� �� ���������

��������������� ������ ����� ����� ��� ������ σ �� ������������� �� ��������

��� ������ ���������� �� ��� ��������� ������

R =
�
b�Ab� � � � �An−1b

�



������� �� ������� �

�� ����������� ���� P = R−1� �� ��� ������� ��� � ������ F� ���� ����

PA = FP� ���� AR = RF� �� �������

AR =
�
Ab�A2b� � � � �Anb

�
�

���� ��� ��������������� ������� �� ������

An = −an−1A
n−1 − an−2A

n−2 − · · ·− a0In�

����� ai ������ ���������� �� ��� �������������� ���������� �� ��� ������

A� ���(λIn −A) = 0� ���� ����� ��� ��������� ��� S������������� AR = RF�

�� ��� ��� ��������

AR =

�
Ab A2b � � � −

n−1�

i=0

aiA
i

�

=
�
b Ab � � � An−1b

�




0 0 · · · −a0

1 0 · · · −a1

���
���

0 0 · · · −an−1


 = RF�

��� ������� ������ g �� ��� ������ ���� ������� ���� ��� �������� Pb = g�

���������� �� b = Rg� �� g = (1� 0� � � � � 0)T �� ���� ��� �� ���� ������

S������������ �� ��� ������ σ �� ��� ��� ��������������� ������ ����

σ � : �ξ = Fξ(t) + gu(t)� �����

���������� ��� ������ F ��� ��� ������ g ����� �����

F =




0 0 · · · −a0

1 0 · · · −a1

���
���

0 0 · · · −an−1


 � g =




1

0
���

0


 �

�� ����������� ������ ���� �� ��� ������ σ� ����� ��� ���������� ������

����� ��� �� ������� �� ��� ��������� ���� �� ���� ��� � ������ F ��� �

������ g ���� ��� � ������� ������ P ����� ��� ������������ PA = FP ���

Pb = g� ��� Ω ������ ��� ������ ������� �� ������� ���� ���������������

���� ���� ������ �� ����������� ��������� ����� ������ ��� ������ Ω−1� ������

��� ���� �� vT1 � � � � � vTn� �� ����

Ω−1 =




vT1
vT2
���

vTn






������� �� ������� �

�� ��������� ��� ������ Ω �������� ��� ���������

Ω−1Ω =




vT1
vT2
���

vTn



�
b Ab � � � An−1b

�
= In�

���� ������� �� ��� ����������

vTnb = vTnAb = · · · = vTnA
n−2b = 0� vTnA

n−1b = 1�

��� �� ��� ����� ��� ������ P �� ��� ��������� ���

P =




vTn
vTnA

���

vTnA
n−1




��� ������� �� �������� �� ����� ��

PΩ =




vTn
vTnA

���

vTnA
n−1



�
b Ab � � � An−1b

�
=




0 0 · · · 0 1

0 0 · · · 1 ∗
���

���

1 ∗ · · · ∗ ∗


 �

����� ��������� ����� ��� �������� ����� ��������� �� ��� ���������� ��

��� �� ����� ��� ������ P �� ����������� �� �� ��� ����� �� � ����� ��� ������

������ S������������� ���� ��� ����������� ������� �� ������� ���� FP = PA�

�������� ����� ��� ��������������� ������� ��� ����� ���� ���� ���������

�� �������� �� ��� ������

F =




0 1 · · · 0

0 0 · · · 0
��� 0

−a0 −a1 � � � −an−1


 �

������ �� ������� ������� a0�a1� � � � �an−1 ����� �� ��� ���������� �� ���

�������������� ���������� �� ��� ������ A� ��� ������ g = Pb� �� g =

(0� 0� � � � � 0� 1)T � �� ���������� �� ���� ����� ��� ��� ������ ������� ������

σ ��� �� ����������� �� ��� ���������� ������ ����

σ � : �ξ = Fξ(t) + gu(t)�



������� �� ������� ��

������� �� ��� ������ F ��� ��� ������ g �������� ������ ��� ����������

������ ���� ��� ����� �� ����������� �� ��� �������� ������� ���������� ��

���������� �� ������ �� ����� �� ��������� ���� ��������� �������� ��� σ

�� � ������ ������ ������

Theorem 0.2.4 ������� ���� ��� ������ σ �� ������������� ����� �����

������ � �������� u = Kx� ���� ���� ��� ������ A+BK �� ��� ������ ����

�������� ��� � ���������� ��������� ������������� ��� ��� ���������� Λ =

{λ1� λ2� � � � � λn} �� ������� ������� ���������� ��� �������� ���������

λ ∈ Λ ⇒ λ∗ ∈ Λ� ∗� ����������� �� ������� �������� �� ����� ����
��(A+ BK) = Λ�

���������� ���� ��� �������� �� ������ �� ��� ���� ���� �� ��� �������

������ �� ��� �� �������������� ������ ������ ������� ���� ��� �������������

������� �� ��� ������ σ �������� �� ������ � �������� �������� ���� ���� ���

������������ �� ��� ����������� ������ ���� �������������� �� ����� � ������

����������� �� ��� ������� ����� �� ���� ����

Remark 0.2.1 ����� ������������ ������ ������ �� �������������

0.3 Brunovsky Theorem

�� ���� ����� ���� � ������ ����� ������ ������� ������ �� S����������� ��

��� ���������� ������ ���� (F�g)� ��� �������� ��������� �� ���� ������ ����

���� �� �������




�ξ1 = ξ2
�ξ2 = ξ3

���

�ξn−1 = ξn

�ξn = −a0ξ1 − a1ξ2 − · · ·− an−1ξn + u

�

��� �� ����� �� ���� ������ ��� �������� u = kTξ+v� ���� kT = (a0� a1� � � � �

an−1)� ���� ������� �� ��� ������




�ξ1 = ξ2
�ξ2 = ξ3

���

�ξn−1 = ξn

�ξn = v

�



������� �� ������� ��

�� ����� ��� ���� ���� ���� �� ��� ������ ���� ��� �� ����������� ��� �����

������������ ������ ������� ��� ������������� ������ ���� �� ������ ���

��������� ��������� ����� �� ��� σ ������ � ������ ��������� �� ������

���� n������������ ����� ����� ��� m ������� ������� ���� ��� ������� ���

���� B �� ���� m� ����� ��� ��� ������ σ � ������ �� �������





ρ0 = ����B

ρ1 = ���� [BAB]− ����B
���

ρn−1 = ����
�
BAB � � �An−1B

�
− ����

�
BAB � � �An−2B

�
�

�� ��������� ��� ������� ρi ���� ��� �����������

ρ0 = m � ρ1 � ρ2 � · · · � ρn−1 � 0

���
n−1�

i=0

ρi = n�

��� ��� ����� ���� ����� ������� ��� �������� ����������� ���� ������� F�

���������� ���� ��������� ������� ρi� ��������� ��� ������� ρi ����������

� �������� ������ �� �������� ����������� ���� ����� ����

σ ∼=
F
σ � ⇐⇒ ρi(σ) = ρi(σ

�)�

�� ��� ���� ������������ ���� ������� �� n����������� ρi �� ������ �� ����

m����������� κ1� κ2� � � � �κm ������ �� ��� ��������� ���

κi = �ρk|ρk � i� i = 1� 2� � � � �m�

��� ������ � ������� ��� ������ �� ��������� ��� ������� κi ���� ���

���� �� ��������������� ������� �� ��� ������ σ� ���� ���� ��� ���������

�����������

κ1 � κ2 � · · · � κm � 1

���
m�

i=1

κi = n�

��������� �� ρi� ���� κi ���� � �������� ������ �� �������� ����������� ��

���� ������� ��� ��������� ������ �� �� ����������� ������������



������� �� ������� ��

Theorem 0.3.1 (Brunovsky) ������� ���� ��� ������ σ = (A�B) ��� ����

������������ ������� κ1� κ2� � � � �κm� ����� σ �� F����������� �� ��� ������

σ � = (F�G)� �� ��� ��������� ��������� ����� ���� ��� �������� ������

F =




�
0 Iκ1−1

0 0

�
0 · · · 0

0

�
0 Iκ2−1

0 0

�
· · · 0

���
���

0 0 · · ·
�
0 Iκm−1

0 0

�



n×n

��� ��� ������� ������

G =







0

0
���

1




κ1×1

0 · · · 0

0




0

0
���

1




κ2×1

· · · 0

���
���

0 0 · · ·




0

0
���

1




κm×1




n×m

�

�� ����� ��� ���� � ������ �� ��� ��������� ��������� ���� ��� ��� ���������

�� m ������� �� ������������ �� ������ κ1� κ2� � � � �κm� ��������� �������������

�� ������ �� ������� ���� ��� ������ B ⊂ Σ �� ��� ����� Σ ∼=Rn2+mn ��

������ ������� ������� �������� ������� ���� ������ �������� ���� ����������

��� ������ ���� �� ��� ����� ��� ���������� �� ��� ������� ����� ��� ���

���� �� � ������ �� ���������� ��������� �� ��� ���� ��� = 0� ���� ����

���������� ��������� ��������� ���� �������� �� ��� ����� �� ����������� ���

������� �� ��� ������� �� �������� A ��� B� ���� ��� �� ������ ��� ��������

����� ��� ������� ��� ���� �������� ���������� ��� ���������� ���� ����

����� �� ��� ������� ���������� ��� ��������� ���������� �� ���� ��� �����



������� �� ������� ��

v2 � � �

�
�
�

�
�
�

� � �vm

ξκ1+1

ξκ1+···+κm−1+1

�

�

�

v1 � � � ξ1

�

� �

�
�
��

�

�

ξκ1+κ2

ξκ1+···+κm

ξκ1

������ �� ������ �� ��� ��������� ��������� ����

�� Σ� ���� ����� ��� ��� ��������� ������� ����� ����������� ���� ��� ��� ��

������� ���� �� ��������� ������ ������� ������� ��� �� ����������� ���� � ��

���� ������ �� ������� �� ������� F����������� �� � ������������� ���������

��������� ����� ��� ������ �� ����� ������� �� ���������� �� ��� ������ ��

���������� �� ��� ������� n ���� � ��� �� m ������� ���������� � 1� �������

������������� ��� ������ N �� ����� ����������� ������� �� ����� ��� n ���

m ������ ��� �� ����� �� ������� �� n ��� m ��������� ������� n = km+ r�

r < m� �� ��� �� �������� p(r) � N � p(n − m)� ����� p(r) ������� ���

������ �� ���������� �� ��� ������� r� ���� ��� ������ �� ��������������� ��

r �� ��� ���� �� ��� ��� �� �������� ��������� ����� ������ � ����� �� ������

�� p(r) ��� r � 200� ��������� ��������� ������

r 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 � � � 200

p(r) 1 2 3 5 7 11 15 22 30 42 � � � 3972999029388

��� ������� �� ��������� ��������� ����� ������� �� ��� ������� ��� ���

���� ��������� ������� �� ������ ������� �������

0.4 Basic ideas of this course

��� �������� ��������� �� �� ���� ��� ������� ���������� ���� ��������

������������ �������� ��� ������� ������� �� ��� ������ ���������� ���

��������� ��� ��������� �� ��� ������ ������ �� � ������������� �� ����� �����

�� ������������ �������� ���������� ������� �������� ��� ������� ��������

�� ���������� ������� �� ���� � ������������� �� ��� ��������� �������

��������� �� ��� �������� ����������� ��������� ���� ��������� �� ����� ���

��� �� ����� ��������� ������� �� ��������� ��������� ���� ���

� ������� �������� ��������



������� �� ������� ��

� ������� �� ��� ��������� ��� ���������� �� �������� �� � ������ ��

����������� ����������

� ��������� ������� �� ��������������

0.5 Proofs

0.5.1 Pole Placement Theorem

��� ����� �� ������� ����� ���������� �� ����������� �� ������ ����� ��

������ �������� �� ����� �������� ��� ����� �� ������ ����� ������� (A�b)� ��

��� ���� �x = Ax(t) + bu(t)�

Proof: �� �� ���� ������� ������������ �� ���������� ������ ���������������

�� � ����� ������ ������� ��� ��������� �� ��� ���������� ������ ���� �ξ =

Fξ(t) + gu(t)� ���� ����

F =




0 1 0 � � � 0

0 0 1 � � � 0
��� � � �

���

−a0 −a1 −a2 � � � −an−1


 � g =




0

0
���

1


 �

����� ��� ������� {a0�a1� � � � �an−1} ������ ��� ���������� �� ��� �������

�������� �������� �� ��� ������ A� �� ������ ���� ��� �������������� �� ���

������ �� ��� ���������� ������ ���� ������ �� � ������

P =




vTn
vTnA

���

vTnA
n−1


 �

�� ����� ��� ��� vTn ����� ���� ��� ���� ��� �� ��� ������� ������ ������

Ω−1� ���� ����

PA = FP� Pb = g�

�� ��� �������� A ��� F ��� ������� �� ��� ����������� ����� ��������������

������������ �������������� ���������� ��� ������� ��� ���������� ��� Λ =

{λ1� λ2� � � � � λn} ����� ��� ����������� �� ��� ������ ���� ������� ����� ����

�� ����� � ����������

αγ(λ) = (λ−λ1)(λ−λ2) � � � (λ−λn) = λn+γn−1λ
n−1+· · ·+γ1λ+γ0� �����



������� �� ������� ��

��� ��� ���������� ������ ���� � �������� f = (f0� f1� � � � � fn−1) �� ��������

� ������

F+ gf�

����� �������������� ���������� �� ����� �� ������ ����� �� ����

F+ gf =




0 1 0 � � � 0

0 0 1 � � � 0
��� � � �

���

−a0 −a1 −a2 � � � −an−1


+




0

0
���

0

1



(f0� f1� � � � � fn−1)

=




0 1 0 � � � 0

0 0 1 � � � 0
��� � � �

���

f0 − a0 f1 − a1 f2 − a2 � � � fn−1 − an−1




=




0 1 0 � � � 0

0 0 1 � � � 0
��� � � �

���

−γ0 −γ1 −γ2 � � � −γn−1


 �

������� ���� ����� ai ������ ��� ���������� �� ��� �������������� �������

���� �� ��� ������ A� ����� γi ��� ���������� �� ��� �������������� �������

���� �� ��� ������ �� ��� ������ ���� ������� ��� �������� ��� ��� ����������

������ ���� ��� �� ������ �� fi = ai − γi� ���� ���� ������ �� ��� �����

���� ��� ���������� ������ ���� ��� � ���������� �������������� ����������

αγ(λ)� ��� �� ������ �� ��� �������� ������� ������� ���� ����� ������ �

�������� k = (k0� k1� � � � �kn−1) ����� ����� ����� �����

P(A+ bk) = (F+ gf)P�

��� ��� ������ ���� PA = FP� �� ���� �� Pbk = gfP� ��� �� Pb = g� ���

����� �������� ���� �� �������� �������� ����

k = fP�



������� �� ������� ��

������ ��������� �� ��� ���� �� ��� ������ P �� ������

k = (f0� f1 � � � � fn−1)




vTn
vTnA

���

vTnA
n−1


 = vTn(fn−1A

n−1 + · · ·+ f0In)

= vTn
�
(an−1 − γn−1)A

n−1 + · · ·+ (a0 − f0)In
�

= vTn(an−1A
n−1 + · · ·+ a0In� �� �

−An

−(γn−1A
n−1 + · · ·+ γ0In))

= −vTn(A
n + γn−1A

n−1 + · · ·+ γ0In) = −vTnαγ(A)�

��� ���� ���������� ������ ���� ��� ��������������� �������� ��� ����

��� αγ(A) ������� ��� �������������� ���������� ����� ���������� �� ���

���������� ��������� ��� �������� ��� ��� ������ A� ��� �������

k = −vTnαγ(A)

������� ��� �������� ������� ��� ����� �� ��� ������ (A�b) �� �������� �� ��

��� ����������� �������� �

0.6 Problems and exercises

Exercise 0.1 ���� ���� ������� �������� ���� ��� ���� �������������� �����

��������

Exercise 0.2 ����� ��������������� �� ��� ������ ������� ������

�x =



1 0 0

0 0 1

1 0 0


 x+



1

1

0


u�

������� etA�

Exercise 0.3 ����� ��������������� ��� ��������� �� ��� ������ ������

�x =

�
−1 0

0 3

�
x+

�
0

1

�
u�

����� ��� ����������� ������� ��� � �������� ������� ��� ����� {−1�−3}�



������� �� ������� ��

Exercise 0.4 ����� ��������������� ��� ��������� �� � ����� �� ��� ��������

�������� �α� δ < 0� β�γ > 0�

�x =




0 1 0 0

0 0 α 0

0 0 0 1

0 0 β 0


 x+




0

γ

0

δ


u�

���� � �������� ������� ��� ����� {−1�−1�−2�−2}�

Exercise 0.5 ��������� �������� ��������������� ������� ��� ������ ������� ����

���� �� ���������� (n�m) = (3� 2)� (5� 2) ��� (7� 2)�
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Chapter 1

Functions

1.1 Classes of functions

�� ����� ������ ���� ��� ������ �� ��� ������ ������ ��� ��������� �� ���

��������� ��� ������� �� ����������� ��� ��� ������� �� ���������������� ��

��������� �� ����� �� ��� ������� ��� �������� ���� �� ������� �� ���������

������ ���������������� ������� ���� ������ ������

f : Rn −→ Rm� y = f(x)� �����

���� �������� ����� ���� ��� ���������� �� � ������ y ��� ����� ��





y1 = f1(x1� � � � � xn)

y2 = f2(x1� � � � � xn)
���

ym = fm(x1� � � � � xn)

�

�� �������� ���� ����� ������ ������ Rn ��� Rm ���� �� �������� ���� ���

��������� ����� ������� (ξ�η) = ξTη� ��� ��������� ������� �� ���������

���� �� ��������������

� C0(Rn�Rm) � ��� ����� �� ���������� ����������

� Ck(Rn�Rm) � ��� ����� �� ��������� ������������ ������������� �� ��

����� k�

� C∞(Rn�Rm) � ��� ����� �� ������ ����������

� Cω(Rn�Rm) � ��� ����� �� �������� ����������

��



������� �� ��������� ��

�� ���������� ���� ���� �������������� ��� �������� f ∈ Ck(Rn�Rm)� �� ��

��� ����� ��� ������� �����������

∂pfi(x)

∂xi11 ∂xi22 � � �∂xinn

��� ���������� ���
�n

j=1 ij = p� ��� ��� p � k ��� ��� i = 1� 2� � � � �m� ��

� ������ �������� �� ���������� � �������� �� ��� ����� Ck ��� ����� k�

�� �������� �������� �� � ������ �������� ����� ����� ��������� ��� �

���������� ������ ������� �� ��� ����� 0 ∈ Rn ���� ����� ����������� ��

��� ������

fi(x) = fi(0)+Dfi(0)x+
1

2!
D2fi(0)(x� x)+ � � �+

1

k!
Dkfi(0)(x� x � � � � x)+ � � � �

����� ��� ������ D ������ ��� ��� ��������������� ��� ���������� �� �

�������� f : Rn −→ Rm ���� �� �������� �� ��� ��������� ���� ��� � ������

v ∈ Rn

Df(x)v =
d

dα
|α=0f(x+ αv)�

��� ������ Df(x) �� ������ ��� �������� ������ �� ��� �������� f �� ��� �����

x� �� ���������� ��� ������� �� ��������� ������������� ����� ��� ������� ��

�������

Cω ⊂ C∞ ⊂ Ck ⊂ C0�

������������� ������� �� �� ����� ��� ���� ������� ��������� ���� ��������

���� ���� �� ��� ���������� ���������� �� ���� ���������� �������� ����������

���� ���� �� ���������� �� ��� ����� ����� �� �������� ��������� �� �������

���� ��������� �� ����������� ���� ��� ������ �� ���� � �������� �� ��� ������

�������� �� � ������ ���� ����� ��� ���������� �� ����������� �� ���� ��������

�� ��� ������ � ���������� �� ����� ����������� �� ����� ��� ��� �� ��� �����

����� ��� ��� �� ����� k �� ���� �� ���� ��� ����

jkfi(0) =
�
fi(0)�Dfi(0)�D

2fi(0)� � � � �Dkfi(0)
�

�

��� ��� ����� ��������� �� �� �������� �������� ������ �� Rn� ��� ���

j∞fi(0) = 0 ���� f(x) �� ����������� ����� �� 0 �� ��� ����� ����� Rn� �� ���

��� �� ������ ������� ��� ��������� ������� ������ ��� �������� ����������

����� �������� ��� ��������

f(x) =

�
0 ��� x � 0

e−
1
x ��� x > 0

�

����� ���� ��� ���� ��������� �� ������ ������ �� �� ������ ��������� ����



������� �� ��������� ��

x

f(x)

������ ���� ������� ������������ ��������

���� �������� �� ������ ��� ��� ������� ��� �� ���� �������� j∞f(0) = 0� ��

��� ����� ����� �� � ������������� �� 0 ��� �������� f(x) ���� ��� �������

����������� ��� �������� f(x) �� �� ������� �� � ������ �������� ���� ��

��� ��������� �� ������� ������� �� � �������� ���� ��� � ����� ����� ��

���������� ��� �� �� ��� ����� C1� ��� ��� C2� �� ��� ��������

f(x) =

�
0 ��� x � 0

x2 ��� x > 0
�

1.2 Algebraic structures in the set of functions

�������� � ���� �� ���������� ��������� f1� f2 ∈ C0(Rn�Rm)� ���� ��� ��

����� ��� ���������� �� ���� ������� α ∈ R

(f1 + f2)(x) = f1(x) + f2(x)� (αf1) = αf1(x)�

�� ������� ���� ���������� ��������� C0(Rn�Rm) ���� � ������ ����� ���� ���

��� ���� ������� R� ����� ���������� ���� m = 1� ��� ���������� ���������

��� ���� �� ���������� �� ���� �����

(f1f2)(x) = f1(x)f2(x)�

� ������ ����� ���� � �������������� �� �������� �� ������ �� �������� �� ��

��� ���� ��� ����� C0(Rn�R) �� �� �������� �� �� ����� ������ �� ��� ���������

�� ��������������� �� ����� ���� ��� ����� C0(Rn�R) � ����� ���������� ������

��������� C∞(Rn�R) ����� ���� ��� �������� �������������� ���� ���� � �����

���� ��� �� ������ � ������ �������� f ∈ C∞(Rn�Rn) ��� � �������� a ∈
C∞(Rn�R)� ��� �������

(af)(x) = a(x)f(x)



������� �� ��������� ��

�� � ������ ��������� ���� ����� ���� C∞(Rn�Rn) �� � ������ ���� ��� ����

�� ��������� C∞(Rn�R)� ��������� ��� ��� ��������� f1� f2 ∈ C∞(Rn�Rn)

��� ��� ����� ������� ������� ��

[f1� f2](x) = Df2(x)f1(x)−Df1(x)f2(x)

���� �� ������ ��� ��� �������� ��� ������ ����� C∞(Rn�Rn) �������� ����

��� ��� ������� �� �������� �� �� � ��� �������� ���� ����� ��� C∞(Rn�Rn)

�� � ��� ������� ���� ���� ������� R ��� �������������� � ������ ���� ���

���� �� ������ ��������� C∞(Rn�R)� �� ����� ���� ���� �� ��� ������ ��

��� ��� ������� �� ��� ������� ������� �� ������ ������

�� ������� ������� �� ��� ��� ������� �� ��� ���� ��� ����� �� ������

��������� C∞(R2n�R) ���� ��� ��������� �� ������� �������� ������� ����

x = (q�p)� ����� ��� ������� ������� �� ������ ��

{f1� f2}(q�p) =

�
∂f1(x)

∂q

�T
∂f2(x)

∂p
−

�
∂f1(x)

∂p

�T
∂f2(x)

∂q
�

��� ������� ������� ����� �� ��������� ���� �� ����������� ����������

�� ��� ���� ������� �� �� ��������� ��������� �� ��� ��� �� ��������� �����

���� �� ��� ������ ��������� �� � ������ �������� C∞(R�R)� ���� ����� ��

�� ������� ���� �� ������������ ������ ���� ������� �� ��������������� ���� ��

f ∈ C∞(R�R) ���� �f ∈ C∞(R�R)� ���� ���� �� ������� �� ������ � �����������

�������� ��� ����������� ������� �� ��������� �� ���� ������� �� ��� ��������

�� ������������� ��� ������� ��������

1.3 Inverse Function Theorem

��� � ���� �� ���������� ��������� f1� f2 ∈ C0(Rn�Rn) ��� ��� ����� ��

��������� ������ � ����������� �� ���������

(f1 ◦ f2)(x) = f1(f2(x))�

���� �������� �� ��������� ��� �������� f1 ��� � ����� �� ��� �������� f2�

�� ��������� ��� ��������� ����������

Definition 1.3.1 ��� �������� f1 �� �� ������� �������� �� ��� �������� f2�

��

(f1 ◦ f2)(x) = x�



������� �� ��������� ��

��� ������� �������� �� f ���� �� ������� �� f−1� ���������� �������� ��

��������� ��� ����� �������� ��� ex� ��� �� x� ��� x ��� ������ x� sinx ���

arcsinx� ���� ��� ������������� ��������� f1 ��� f2 ����� �� ��� ���������

���� �� ��� �������������� �� � �������� �������� ���� ����� �����

D(f1 ◦ f2)(x) = Df1(f2(x))Df2(x)�

��� �������� �� ��������� �� ��� ������� �������� �� �������� �� ��� �������

��� ������� �������� �������� �������� �� ��� �� ��� ������� �� ���������

���������

Theorem 1.3.1 (Inverse Function Theorem) ������ � �������� f ∈ Ck(Rn�Rn)

��� � ������� k � 1 ��� ��� f(x0) = y0� ������ ����

���� Df(x0) = n�

����� �� � ������������� U �� ��� ����� y0� ����� ������ ��� �������

�������� f−1(y)� ���� �� ��� ����� Ck�

�� ������� ���� ��� ��������� �� ��� ������� �������� f ◦ f−1(x) = x ��� ����

��� ����� ���� ����

Df(f−1(x))Df−1(x) = In�

��

Df−1(x) =
�
Df(f−1(x))

�−1
�

� �������� f ∈ Ck(Rn�Rn) ���� ��� ��� ������� �������� �� ��� ����� Ck ����

�� ������ � �������������� �� ��� ���� ���� f−1 ������ ���� �������� ���

������������� �� ����� ������ ��� ������� �������� ������� �������� ��

���� � �������� ��������� ��� � ����� �������������� �� ���� �� �����

���� ����� �� �� ��������� ��� �������� ��������� ��� � �������� �� �� � ����

����������� ��� ���� ���������� ���� ����� �� �� ���������� �������������

1.4 Implicit Function Theorem

��� �� ��� ���� ���������� ������������ �� ��� ������� �������� �������

�� ��� �������� �������� ������� ������������ ��� ����������

Theorem 1.4.1 (Implicit Function Theorem) ��� � �������� f ∈ Ck(Rn × Rm�

Rm)� w = f(x�y) �� ����� ��� � ������� k � 1� ���� ���� f(x0�y0) = w0�

������� ����

����
∂f(x0�y0)

∂y
= m�



������� �� ��������� ��

����� ����� ������ � �������� y = g(x�w)� ������ �� � �������������

�� (x0�w0)� ��� ����������

f(x�g(x�w)) = w�

��� �������� g �� ���� �� ��� ����� Ck�

� ����� �� ���� ������� ���� �� �������� �� ��������� �� ����� �� ���������

����������� �� ��� �������� g �� ����� ������ �� ��� ��������� ���� �����

f(x�g(x�w)) = w ����� �� �������������� �� ���� ����� �� ���� �������� ����

������� �� x �� ���

∂f(x�g(x�w))

∂x
+

∂f(x�g(x�w))

∂y

∂g(x�w)

∂x
= 0�

���������

∂g(x�w)

∂x
= −

�
∂f(x�g(x�w))

∂y

�−1
∂f(x�g(x�w))

∂x
�

�� � ������� ��� �� ���

∂g(x�w)

∂w
= −

�
∂f(x�g(x�w))

∂y

�−1

�

1.5 Computation of the inverse function

�� ������� �������� �� ���������� ��� ��������� �� ���� �� ��� ������� �����

������ ������� �� ������������� �� ���� �� ������� ��� ������� ���������

������� ���� � �������� f ∈ Ck(Rn�Rn) ������ ��� ���������� �� ��� �������

�������� �������� ���� �� ��� ����� ����Df(x) = n� ����� ��� ��������

����� yd ∈ Rn �� ���� �� ��������� � ����� xd ∈ Rn� ���� ���� f(xd) = yd�

��������� ���� ������� �� ������ ������������ ��� ���������� �� ���������

��� ������� �������� ���� �� ��������� ������

1.5.1 Newton Algorithm

��������� �� ���� ��������� �� ����� ���� �������� �� ������� ����� x0 ∈ Rn�

�� ��� ������ �� ��������� ���� f(x0) = yd� �� ������ ���������� �� �������

� ������������� �� ��� ����� x0 �� � ������������� ����� x(θ) ������������

�� θ ∈ R� ���� ���� x(0) = x0� ��� ����� �� �������� ��� �������� �����

����� ���� ����� ������� ��

e(θ) = f(x(θ))− yd�



������� �� ��������� ��

���� �� ���� �� ���� ��� ����� x(θ) �� ���� � ��� ���� ���� θ → +∞ ���

����� e(θ) ��������� ����� ��� ����� x(θ) �������������� �� ���� ���������

�� ������� ���� ��� ����� �������� � ����������� ��������

e �(θ) = −γe(θ)�

����� γ > 0 ������� � ����������� ����� ������� ���� ��� �������� �����

x(θ) ������� ������ ������������� ��� ����� �� ������

e �(θ) = Df(x(θ))x �(θ) = −γe(θ)�

��� �� ��� ������������� �� ��� ������ Df(x) ��� ����� �������� ����� ����

��� ����� x(θ) ������ ����� ��� ����������� ��������

x �(θ) = −γ (Df(x(θ)))−1 (f(x(θ))− yd)�

����� ���������� �� �������������������� ���� ��� ������� ��������� x(0) =

x0� ���� ��� ����� �� ��� ������� �������� xd = f−1(yd) �� �������� �� ���

�����

xd = ���
θ→+∞

x(θ)�

���� ��������� �� ����� �� ��� ������ ���������� �� ������� ���� �� �����

�� ������� ��� ������� �������� ����� ��� ������ ��������� ��� ����� ��

����� ����������� � ������� ����������� ��������� ��� ���� ���� �� ��� ����� ��

��� ��������� ��� ������������� �������� ���� ��������� �� ����� ��������� ��

� �������� ����� ���� �� �������� ��� ����� ������� ������� �� ��� ���������

��������

xk+1 = xk − γ (Df(xk))
−1 (f(xk))− yd)� k = 0� 1� � � �

1.5.2 Steepest Descent Algorithm

������������� �� ��� ������ ��������� ��� ��� ������� ��� ��������� ������

��� ������� ���������� �� ����� ���� �������� ��� �������� x0� ���������

�� �� ��� ������ ���������� �� ���� �� ��� ����������� �� ����� � ��������

e(x) = f(x) − yd� ��� ���� ���� �� ���� ��������� �������� �� ����������

� ������ �� ��� ����� x ∈ Rn ����� � ����� x(θ)� �� ��� ��������� �� ���

�������� �������� �� ��� �����

E(x) =
1

2
eT (x)e(x) =

1

2
||e(x)||2�



������� �� ��������� ��

���������� ���� ��������� �� − ����E(x)� ��������� ��� ����� x(θ) �����

�� ���� ��� ��������

x �(θ) = −γ ����E(x(θ))� γ > 0�

�� ���������� ��� �������� �� � �������� ��������

(����E(x)� v) = DE(x)v�

��� ������������

����E(x) = (De(x))Te(x)�

����������� ����� ��� ��������� �� e(x)� ��� ����� �� ��� �������� �������

������ ����� ��� ����������� ��������

x �(θ) = −γ(Df(x(θ)))T (f(x(θ))− yd)� x(0) = x0�

����������� �� ��� ������ ���������� ��� ������� �������� xd = f−1(yd)

�� �������� �� ��� �����

xd = ���
θ→+∞

x(θ)

�� ��� ���������� �� � ����������� ��������� ��� �������� ������� �� ��� ������

��� ������� ��������� ����� ��� ����

xk+1 = xk − γ(Df(xk))
T (f(xk)− yd)� k = 0� 1� � � �

����� γ ��� �� ����������� �� ��� ���� ������ �� ��� ���������� � ��������

��� �� �������� γ ������ �� ��� ������������ �� ��� ��������

E(xk+1) = E(xk − γ ����E(xk))�

� ��������� ��������� ��� ��� ������� ��

dE(xk+1)

dγ
= −(DE(xk − γ ����E(xk)))

T ����E(xk)

= − ����T E(xk+1) ����E(xk) = 0�

�� ��� �� ���� ���� ���� ���� ������ �� ��� ��������� γ ��� ��������� ��

������ �� ��� ���� k + 1 �� ������������� �� ��� ������ ��������� �� ���

���� k�



������� �� ��������� ��

1.6 Proofs

1.6.1 Implicit Function Theorem

Proof: ��� �������� �������� ������� ��� �� ������� ���� ��� �������

�������� ������� �� ��� ��������� ���� ����� ��� �������� f(x�y) �� ���

������� � �������� F : Rn × Rm −→ Rn × Rm ������ ��

F(x�y) = (x� f(x�y)) = (x�w)�

��� �������� F �� �� ��� ����� Ck� ��� ���������� �� ��� ����� (x0�y0)�

DF(x0�y0) =

�
In 0

∂f(x0�y0)
∂x

∂f(x0�y0)
∂y

�
�

��� ���� n +m ��� �� ��� ���������� ���� ∂f(x0�y0)
∂y = m� ���������� ��

��� ����� �� ��� �������� F ��� ������� �������� ������� ���� ����������

��� ��������� �� ��� �������� G(x�w) = (G1(x�w)�G2(x�w))� ���� ����

F(G(x�w)) = (G1(x�w)� f(G1(x�w)�G2(x�w))) = (x�w)�

��� ����� �������� ������

G1(x�w) = x ��� G2(x�w) = w�

�� ��� �������� g(x�w) = G2(x�w) ��� f(x�g(x�w)) = w� �

1.7 Problems and exercises

Exercise 1.1 ����� ���� ��� ��������� ����� ����� ��� ����� ��������������

�� � ������������� �� ��� ����� 0�

�� ϕ : R3 −→ R3�

ϕ(x) = (x3� x2� x1 − ��� x2)
T �

�� ϕ : R4 −→ R4�

ϕ(x) = (x1� x2�−x3 ��� x1 + x4 ��� x1 − x2� x3 ��� x1 + x4 ��� x1)
T �

�� ϕ : R5 −→ R5�

ϕ(x) = (x1� ��� x2� ��� x2 ��� x3� x4� x5 + x34 − x101 )T �

��� ����� �������������� �������



������� �� ��������� ��

x

y

x1x2

y2

y1

a1a2

l1
l2

r2 r1

������ ���� ��������� �� ��� ����������� ���� �������� ���

Exercise 1.2 ���� ���� ��� ��������� ������ �� ���������

�
x1y1 − x2y2 = 0

x2y1 + x1y2 = 2

������ � �������� y = g(x)� ������� ��� ���������� Dg(x) �� ��� �����

x1 = x2 = y1 = y2 = 1�

Exercise 1.3 ����� ��� ������� ���������� �� ��� ������� ����������� �� ���

���� �� ������ ���������

�
y1 = l1 ��� x1 + l2 ���(x1 + x2)

y2 = l1 ��� x1 + l2 ���(x1 + x2)
�

���� ���� ������� �������� ������������� ����� ������ � �������� �� ��� ���

����� ���������� ��������

Exercise 1.4 ����� ��� �������� �������� ������� ������� ���������� �����

����� ��� ����������� �� � ������ An×n ��� ��������� �� ��� ���������� ��

��� �������������� ���������

Exercise 1.5 ������� ��� ��������� �� ��� ������� ��� ������� ���������� ��

��� ��������� ��������� �� ������ ���� ��������� �� ��� ���������

�
(a1 − y1 + l1 ��� x1)

2 + (y2 − l1 ��� x1)
2 = r21

(a2 + y1 + l2 ��� x2)
2 + (y2 − l2 ��� x2)

2 = r22
�



������� �� ��������� ��
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Chapter 2

Linear functions. Equivalence of
functions

2.1 Linear functions

� ������� ����� �� ��������� �� ��� ����� �� ������ ���������� �� ����� ������

��� ��������� ����������

Definition 2.1.1 � �������� f : Rn −→ Rm �� ������ ������ �� ��� ����� ����

�� ������ x1� x2 ∈ Rn ��� ����� ���� �� ������� α1�α2 ∈ R ����� �����

f(α1x1 + α2x2) = α2f(x1) + α2f(x2)�

������ ���� �� Rn ��� Rm �� ���� ������ ��� ����� {e1� e2� � � � � en} ��������

���� {f1� f2� � � � � fm}� ��� y = f(x)� x =
�n

i=1 αiei ��� y =
�m

j=1 βjfj�

����� �� ���������

y = f(x) = f

�
n�

i=1

αiei

�
=

n�

i=1

αif(ei)�

��� ��� �������� f ��������� ��� ����� ������� �� ��� ��������� ���

f(ei) =

m�

j=1

ajifj�

��������� ��� ����� ������������ �� ������ �� ��� ��������

βj =

n�

i=1

ajiαi

��



������� �� ������ ���������� ����������� �� ��������� ��

��� ��� ������� α = (α1�α2� � � � �αn)
T ��� β = (β1�β2� � � � �βm)T �

β = Aα�

��� ������ A = [aij] ���� m ���� ��� n ������� ���������� ��� ������

�������� f ���� ������� �� ��� ������ ������ �� ����� ����� ���� ���� �����

��� ��� �������� ������ ��������� ���� ����� ��������� ���������� ��� ������

��������� ��� ���������

2.2 Matrices and their norms

�� ������� ������������ �� ���� �� ������� � ���� �� ��� ������� ��� ����

�� Rn �� � �������� ���� ������� ������ ������� ���� �� ����� �� �����

|| || : Rn −→ R+�

���� �������� ��� ��������� ���������� �α ∈ R� x1� x2 ∈ Rn�

||x|| = 0 ⇐⇒ x = 0� ||αx|| = |α| ||x||� ||x1 + x2|| � ||x1||+ ||x2||�

��� ���� ��������� �� ����� �� ��� �������� ����������� � ���� ����� ����

�� � ������ ��� ���� ���� �� � ������ �� ������ �� ��������� p����� ������ ��

||x||p =

�
n�

i=1

|xi|
p

�1/p

� p � 1�

������������ �� ����������� ��� ��������� p�������

� ��� p = 1� 1����� �� � ������ x� ||x||1 =
�n

i=1 |xi|�

� ��� p = 2� 2����� �� � ������ x� ||x||2 =
��n

i=1 xi
2
�1/2

�

� ��� p = ∞� ∞����� �� � ������ x� ||x||∞ = ���i |xi|

��� ��� ������ ���� ||x||2 = (x� x)1/2 = (xTx)1/2� 2����� �� ���� ������ ���

��������� ����� �� ��� �� ����� ���� ��� p������ ��������� ����� �����

��� ������������ ||x||1 � ||x||2 � � � � � ||x||∞�

���� ��� �� ��� ��� ��������� �� ������ ������ ��� A = [aij] ������ �

������ �� ��������� m × n� ��� ��� �� ���� �������� ���� �� ���������� ��

���m�n� � ������ ���� ������ ������� ����� ������ ��������� �� ���� ���

��� ������ ����� ���� ��� α ∈ R ��� ��� �������� A1�A2 ∈ ���(m�n) ��

����

||A|| = 0 ⇐⇒ A = 0� ||αA|| = |α| ||A||� ||A1 +A2|| � ||A1||+ ||A2||�



������� �� ������ ���������� ����������� �� ��������� ��

���������� ����� ������ ����� ��� ������ ����� �������� ��� ��� ��������

���� ��� �� ���������� �� ���� ������ ���� ��� A1�A2 ∈ ���(n�n)� ��

���������� �������� �� ������� ����������� �������� �� �� ��� ���� ���������

||A1A2|| � ||A1|| ||A2||�

������ ��� ������ �� ��� ������ ���� �� ���� ��� �� ����� � ��������

������ ����� ����� ��� ��� ���������� �� ���� ��������� ������ �� �������

��� ������� �� ��� ������ ��� ����� �������� ��� ��� �������� � ������ A ∈
���(m�n) ���� � ������ A ∈ Rmn ���������� mn ����������� ��� ���� ��

��� � ������� p������� ����� �� ���� ������� �� ����� ����������� ��� 2�����

||A||F =


�

ij

a2
ij




1/2

=
�
��(AAT )

�1/2
�

����� ��� ��������� ������ ����� ��� ������ ����� ����������� ����

� ������ ������� �� ��� ���� ��� ���� ��������� ������� ��� ��������� ����

����� ������� ��� ��� ������ ��� ������ �� � ���� �� �������� ������ �������

������ ������� ��� ��������� ��� ������ ���� �� � �������� �� �������������

�������� �� ���� ��������� ��� ���� ������� �� ��� ������ ��� ��� ������

�������� ������ ������ ��� �������� ���� �� ������ �� ��� ������� �����

�� ��� ����������� �� � ��� ����� �� � ����� x �� ��� ����������� �� ����

����� ������ ���� ���������� �������� ��������� ���� ����� ����

||A|| = ���
x�=0

||Ax||Rm

||x||Rn
�

����� �� ���� ������ ���� ��� �������� ������ ��� ��� ����� ��� ���� ����

�������� ������� ��� �� ��� �������� ||Ax||
||x|| = ||A x

||x|| ||� ��� �������� ������

���� ��� ���� �� ��������� ��

||A|| = ���
||v||=1

||Av||�

�� ��������� ������� p������ �� Rn ��� Rm ��� ��� ��������� ���������

���� ������ ������ ����� �� ����� �������� ���� �� ����� �� ����� ������

����� ���������� ���� ��� ����� �� ��� �������� ��� �� ��� ����� ��� ���

����� ��� ���� ��� ���� �� ������ 1 �� 2 �� ∞ ������ ����� ��� �����������

��� ������ ����� �������� �� ���� ��� ���� �� ���������� �� ||A||1� ||A||2

��� ||A||∞� ��� ��������� ������ �� ����



������� �� ������ ���������� ����������� �� ��������� ��

Theorem 2.2.1 ��� �������� ������ ����� ��� ����� �� �� ��������

||A||1 = ���j

�m
i=1 |aij|�

||A||2 = �λ
1/2

AAT �

||A||∞ = ���i

�n
j=1 |aij|�

����� �λM ������ ��� ��� ������� ���������� �� � ��������� ������ M�

�� ��� ���� �� ��� ��������� �� ������ ������ � ��������� ���� �� ������ ��

��� ������� �� ��� ����������� �� ������

Definition 2.2.1 ��� ������ ����� ||A||a ��� ||A||b ��� ���������� �� �����

����� ������� α�β > 0� ���� ����

α||A||b � ||A||a � β||A||b�

�� ����� ��� ���� ��� ����������� �� ����� �� �� ����������� ��������� �� ���

������ ����� ��� ���������� ���� ��� ����������� �� � �������� �� ��������

���� ������� �� ��� �� ����� ����� ������� ��� ����������� ���� ������� ��

��� ����� �����

��� �� ���������� ������ ������ A �� ����� ����� 1 = ||AA−1||2 �
||A||2||A

−1||2 = χ(A)� ��� ������ χ(A) �� ������ � ��������� ������ ��

��� ������ A�

2.3 LR-equivalence

�� ���� ������� �� ����� ��������� � ������� �� ����������� �� ����������

Definition 2.3.1 ��� ������ ��������� f1� f2 ∈ C∞(Rn�Rm) ��� LR��������

���� ������������� f1 ∼=LR f2� �� ����� ����� �������������� φ : Rn −→ Rn

��� ψ : Rm −→ Rm� ���� ����

ψ ◦ f1 = f2 ◦ φ�

�� ���� ���� ��� �������������� φ ��� ψ ��� ������ �������� �� ����

�������������� �� ��� ������ x0 ��� y0 = f(x0)� ��� ����������� �� ������

������ f1 ∼=LLR f2� �� ������ ���� � ����� ������������� ����� ���� ���

������� �������� ��������

LR ����������� �� ���������� �� ������������� �� � ������� �� ���������

��������� �� ������ ����



������� �� ������ ���������� ����������� �� ��������� ��

Rn f1−−−−→ Rm

�φ

�ψ

Rn f2−−−−→ Rm

������ ���� ������� �� LR �����������

2.4 Submersions and immersions

�� ���� ������� �� ����� ���� ���� ��� ������� �� ��������� ����� ��������

������ ��� ���� �����

Definition 2.4.1 ��� f ∈ C∞(Rn�Rm)� ��� ��� m � n� �� �� ��� �����

x ∈ Rn ����� ����� ����Df(x) = m ���� ��� �������� f �� ����� � ����

�������� �� ��� ���� �� m � n ��� ��� ����� x ∈ Rn ����Df(x) = n� ���

�������� f �� ������ �� ���������� � �������� f ���� �� �������������� �

���������� ��� �� ��������� �� �������� �� �� � ����� ��������������

����������� ��� ���������� ���� �������������� ������ ����� �� ����� ����

��� ������� ��� ��������� �������� ��������� � ������ ���� �� ��� ����������

��� ��� ����������

Theorem 2.4.1 (On Submersions) ������� ���� m � n ��� f : Rn −→ Rm ��

� ����������� ����

f ∼=
LLR

g�

����� g(x) = (x1� x2� � � � � xm)T = Asx� As =
�
Im 0

�
�

Theorem 2.4.2 (On Immersions) ��� m � n ��� f : Rn −→ Rm �� �� ������

����� ����

f ∼=
LLR

g�

����� g(x) = (x1� x2� � � � � xn� 0)T = Aix� Ai =

�
In
0

�
�

������� ����� �� f �� � ���������� ���� ������� �� �� ������ ���������� ��

��� ������ ���� �� ��� ������ ������

f(x) = f(0) +Df(0)x+
1

2
D2f(0)(x� x) + � � �

� ������� ��������� ����� ����� ��� �� ���������� �� ���� ����� �� ��� �� ����

���� ����������� ��� ���������� ��� 1������������



������� �� ������ ���������� ����������� �� ��������� ��

�� �������� �������� �� ���������� �� ����� ����������� �������� � ���

�� ������ ��������� C∞(Rn�Rm)� ���� ��� ��� �� ������� ���� � ����

���� �������� ���� ������ �� �� ����������� ������� �� C∞(Rn�Rm) ���� ���

����� ������� ������ ���� ��� ���(Rn�Rm) ⊂ C∞(Rn�Rm) ������ ��� ��� ��

����������� ���� ��� ��������� ��������� �� �����

Theorem 2.4.3 (Whitney) �� m � 2n ���� ��� ��� �� ���������� Imm(Rn�

Rm) �� ���� ��� ����� �� C∞(Rn�Rm)�

���� ��������� ����� ���� ��� m � 2n ����� ��������� ��� � ����������

���� ���������� ������ �� ����������� ��� ���� �� �� ����������� ����������

���� �� � ������ �������� �� C∞(Rn�Rm) ��� ��� ��� �� ���������� ��

��� ���� ������ ����� ������ �������� �� �� ����������

2.5 Proofs

2.5.1 Theorem on Submersions

Proof: ��� ����� ������ �� ��� ������������ �� � ����� ���������� ������� φ

��� ψ ������� ��� LR ������������ ���� ������� ��� ������� �������� �����

���� �� ���������� �� ������

Df(x) =




∂f1(x)
∂x1

� � � ∂f1(x)
∂xm

∂f1(x)
∂xm+1

� � � ∂f1(x)
∂xn

���
���

∂fm(x)
∂x1

� � � ∂fm(x)
∂xm

∂fm(x)
∂xm+1

� � � ∂fm(x)
∂xn


 =

�
∂f(x)
∂xm

∂f(x)
∂xn−m

�
�

����� xm = (x1� � � � � xm) ��� xn−m = (xm+1� � � � � xn)� ������� ���

���� �� ���������� �� ��� ������ ���� ���� ∂f(0)
∂xm = m ���������� �� ��

������ �� �������� ��� ����������� x�� ���� ��� �� ����� � �������� φ(x) =

(f(x)� xm+1� � � � � xn)
T � ���� ���� ��������� �� ������� ���� φ �� ������ ���

���� φ(0) = 0� ������������ ��� ���� �� ��� �������� ������

Dφ(0) =

�
∂f(0)
∂xm

∂f(x)
∂xn−m

0 In−m

�

�� ����� �� n� ��� �� ��� ������� �������� �������� �� � ������� ����������

���� �� ��� ����� 0 ∈ Rn φ �� � �������������� ����� g(x) = xm� �� ���

g ◦ φ(x) = f(x)� ���������� ��� ����� ��� ���� � ������� ψ(y) = y�� �



������� �� ������ ���������� ����������� �� ��������� ��

2.5.2 Theorem on Immersions

Proof: ��������� �� �� ��� �������� ����� �� ����� ��� ��� ������� ��������

�������� ��� �������� ������ �� ��� �������� f ��� �� ����������� �� ���

����

Df(x) =

�
∂fn(x)

∂x
∂fm−n(x)

∂x

�
�

����� fn ��� fm−n ����� ��� ��� ���� n ��� ��� ��������� m − n ����

������� �� ��� �������� f� ������ ���� ���� ∂fn(0)
∂x = n� ��� �� ����

y = (yn�ym−n) ��� ����� ��� ��������� ������ �� ����������� ψ(y) =

(fn(yn)�ym−n + fm−n(yn))� ��� �������� ψ �� ������ ��� ��������� ��

����� ψ(0) = 0� ��� �������� ������

Dψ(0) =

�
∂fn(0)
∂yn 0

∗ Im−n

�
�

����� ��� �������� ������� � ������ ����� ���� �� ������������ ���� �����

����Dψ(0) = n� �� ��� ������� �������� �������� �� � ������� ����������

���� 0 ∈ Rm ψ �� � �������������� �������� ��� g(x) = (x� 0) �� ����

ψ ◦ g(x) = ψ(x� 0) = (fn(x)� 0 + fm−n(x)) = f(x)� ���� ������� ��� �����

���� φ(x) = x�� �

2.6 Problems and exercises

Exercise 2.1 ��� � �������� ������ R ∈ SO(3) ������� ��� ����� ||R||2
��� ||R||F� ���� ��� ���� ||R||1 ��� ��� ������ R = Rot(Z�α)�

Exercise 2.2 ����� ���� ��� �������� ������ ���� ��� ��� ���� ��������

||AB|| � ||A|| ||B||�

Exercise 2.3 ���� ���� ||A||2F = ��(AAT )� An×n�

Exercise 2.4 ��� � ������ An×n ����� ��� ����������

1√
n
||A||F � ||A||1 �

√
n||A||F�

����� ��� ��� ���������� (
�n

i=1 |ai|)
2 � n

�n
i=1 |ai|

2�

Exercise 2.5 ���� ���� ��� ��������� ������ �� ��� ������ A �� ����� ��

χ(A) =
�
λ
AAT

λ
AAT

�1/2
� ����� λ ��� λ ������ ��� ������� ��� ��� ��������

�����������



������� �� ������ ���������� ����������� �� ��������� ��

Exercise 2.6 ��� ��� ������ A =
�
1 0
2 1

�
������� ��� ����� ||A||1� ||A||2� ||A||F

��� ||A||∞� ��� ��� ��������� ������ χ(A)�

Exercise 2.7 �������� � ������ �� ������ ��������� Ax = b� An×n� ���� ���

����� ���� ���� ��������� �� ���� � ��� ���� A�x = b + ε� ����� ���� ���

�������� �������� ����� δx =
||�x−x||
||x|| �������� ��� ���������

δb � δx � χ(A)δb�

����� δb =
||ε||
||b|| � ��� χ(A) � �� ��� ��������� �������

Exercise 2.8 ����� ��� �������� �� ����������� ��� ���������� ���������

������ ����� �� ��� ��������� ����������

�� f(x) = x1 + x22� x = (x1� x2)
T ∈ R2� f(x) ∈ R�

�� f(x) = (��� x� ��� x)T � x ∈ R� f(x) ∈ R2�

�� f(x) = (x� ��� x)T � x ∈ R� f(x) ∈ R2�

�� f(x) = (x1 + x22� x2)
T � x = (x1� x2)

T ∈ R2� f(x) ∈ R2�
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Chapter 3

Morse functions. The Fixed Point
Theorem

3.1 Critical points and values

Definition 3.1.1 ��� f ∈ C∞(Rn�Rm)� � ����� x0 ∈ Rn �� ������ � ��������

����� �� ��� �������� f� ��

����Df(x0) < ���{m�n}�

� ����� ���� �� ��� �������� ��� ����Df(x0) = ���{m�n}� ���� �� �����

� ������� ����� �� ��� �������� f�

�� �� ������ ���� ���� ��� m = 1 ������ ��� � �������� f ∈ C∞(Rn�R)�� ��������

������ ��� ��� ������ �� ����� ��� ���������� Df(x0) = 0� ����� � ��������

f� ��� ��� �� ��� �������� ������ ���� �� ������� ��

Cf = {x ∈ Rn| ����Df(x) < ���{m�n}}�

��� ����� �� ���� ��� �� f� f(Cf) �� �������� �� �� ��� ��� �� �������� ������

�� ��� �������� f� �� ���������� ��� ��� �� �������� ������ Cf �� ������ �� Rn�

������� ������ ��� �������� ������ �� � �������� ��� ��������� �� ������ ����

�� �� ������ �� ���� ���� ��� ������� ��� ��� �������� ���������� ��� ���

�� �������� ������ ��� �� ������ ���� ��� ������� �� ���� ���� � ���� �������

�� �������� �� ��� �������� ���� ������ ���� ��� ��� Cf ��������� �� ����

���� ���� ��� �������� ���� ���� �� ��� ���� �������� �������� �� ������

��� ������������ ���������� ��� ��� �� �������� ������ �� �� �������� ��������

�� ������� �� ��� ����� ���� �� ���� ��� ������� ��� ���� ��� ���� �����

��



������� �� ����� ���������� ��� ����� ����� ������� ��

x

f(x)

��� ����� ��

��� ��

��� ��

������ ���� �������� ������ ��� ������

x

f(x)

1

Cf

������ ���� � ����� ��� �� �������� ������ Cf

���������� ���� �� � �������� ���� ���������� �� ��� ��� �� �������� ������� ���

�������� ������ �� ������ ��������� ��� ������������� �� ��� ���������

Theorem 3.1.1 (Sard) ��� ��� ������ �������� f ∈ C∞(Rn�Rm) ��� ��� ��

�������� ������ f(Cf) ��� ������� ���� �� Rm�

���� ������� ������� ���� ��� ��� �� �������� ������ ��� �� ������� �� � ������

���� ������ �� ���� ���� ������� ����� ����� ������ �� ����������� ������

���������� �� ���� �� m > n� ��� ����� f(Rn) �� ��� ����� ����� Rn ���

������� ����� ��� � ��������� ��� ������� �� ��� ��� f(Cf) �� ���� �����

3.2 Morse functions, Morse Theorem

�� ������� ���� ��� �������� ������� ���� ����������� ��� ���������� ��

��� ���� �������� ������ ����������� ����� ������� ���������� �� ����� ������



������� �� ����� ���������� ��� ����� ����� ������� ��

�������������� ���� ������ �������� �� ����� ������ ������� ����� ���������

��� ��� ������������ ������������ �� ���� ����������� ���� ��������� ����

���� �������� ������ ��� ���� ���� ������������ ������� ���� �� ��� �����

��� ��� �������� ����� �� ��������� ���������� �������� ������ ��� ��� �����

����������

Definition 3.2.1 � ������ �������� f ∈ C∞(Rn�R) �� ������ � ����� �����

����� �� ��� ��� �������� ������ ��� ��������������� ����

Df(x) = 0 =⇒ ����D2f(x) = n�

����� D2f(x) =
�
∂2f(x)
∂xi∂xj

�
������� ��� ������ �� ��� ������ ����� �������

����� �� ��� �������� f ���� ����� ��������

�� ����� �� ������ ���������� ��� ������� �� ��� ����� �������� f� ��� ��

����� � �������� F = Df : Rn −→ Rn� ����� f �� � ����� ��������� �� ����

��� �������� ����� Df(x) = 0 ����� ����� ����D(Df)(x) = n� �������� ���

������� �������� ������� �� �������� ���� Df �� � ����� ��������������

���� ����� ��� �� �� � ����� Df(x0) = 0 ���� �� ���� ������������� �� ���

����� x0 �� ���� �� Df(x) �= 0� �� ��������� Df �������� ���� �� �������

��������� ���� ����������� ������ ���� ������ � �������� ����� �� � �����

�������� ����� ��� �� ����� �������� ������� �� ��� ���� ��� ����� ��������

��� �������� �������� ������� ���� �������� ������ �� �� ����������� �������

��� ��� ����� �� ����� ��������� ��� �������� ��������� �� ������ ���� ��������

�� �� ���� ��������� ��� �������� ������ ������ �� ���� ������ �� ��� ����

������� R� ������� �� ���� �� ��� ������ ���� � ����� �������� f : R −→ R

���� ���� � ��������� ��� �� �������� ���� �� �� ������� ��� ����� ��������

f(x) = ��� x�

��� ������ ����� �� ��� ����� �������� ��� ������������� �� ��� �������

���

Theorem 3.2.1 (Morse) ������� ��� f ∈ C∞(Rn�R) �� � ����� ���������

��� ��� f(0) = 0� Df(0) = 0� �� ���� �� ����D2f(0) = n� ����� ��

� ������� ������������� �� 0� �� �� ���� ����

f ∼=
LLR

g�

����� g(x) = −x21−x22− · · ·−x2p+x2p+1+ · · ·+x2n� ��� ������� p �������

��� ������ �� �������� ����������� �� ��� ������ D2f(0)� ��� �� �����

��� ����� �� ��� �������� ����� 0�



������� �� ����� ���������� ��� ����� ����� ������� ��

��� ��������� ��������� ��������� ��� ������� �� ��� ����� ���������

� f(x) = x31 + x21 + x22� ��� �������� ����� (0� 0) ��� ����� p = 0� ��

�� ������ �� ��� ����� ������� f ∼=LLR x21 + x22� ���� g(x) = x21 + x22�

������������ ��� LLR������������ �� ���������� �� ��� ����� ������

�������� �� ������������� φ(x) = (x1
√
x1 + 1� x2)�

� f(x) = x21+x1x2−x22� �� ���� ���� ��� ����� �� ��� �������� ����� (0� 0)

�� ����� �� p = 1� ��� ��� ����� ������� �������� ��� ������ ����

g(x) = −x21 + x22� �� ��� f(x) = g ◦ φ(x)� ����� φ(x) = (
√
5
2 x2� x1 +

1
2x2)�

3.3 Hadamard’s Lemma

��� ��������� ������ �� ���� �� � ����� �� ��� ����� �������� �� �� ���� ������

������� ��� ������� �� ���� ��������

Theorem 3.3.1 (Hadamard) ��� f ∈ C∞(Rn�R)� ����� ����� ����� ������

��������� g1� g2�� � � � gn� ���� ����

f(x) = f(0) +

n�

i=1

gi(x)xi�

����� gi(x) =
�1
0

∂f(tx)
∂xi

dt�

��� ��� ������ ����� ������ ������� ���� ������ ������ �� ���� �������� gi(x)�

�� ������

gi(x) = gi(0) +

n�

j=1

hij(x)xixj�

����� gi(0) =
∂f(0)
∂xi

�� ���� �� hij(x) =
�1
0

∂gi(sx)
∂xj

ds =
�1
0

�1
0

∂2f(stx)
∂xi∂xj

tdtds�

�� ���������� �� ���� ������� �� ��� ��������� ����������

f(x) = f(0) +Df(0)x+

n�

i�j=1

hij(x)xixj�

��������� ���� ���� �� �������� �� ���� �� �� � ���� �� ������ ������ �� ���

�������� f�



������� �� ����� ���������� ��� ����� ����� ������� ��

3.4 Classification of function: Summary

������ ��� ����� �� ��������� �� ���� �������� ��� ��������� �� ����������

���� �� ��������� ��� ����� ����������� �� ������ ����� ��� ����� ������� ��

���������� ������������ ����������� ��� ����� ���������� � ����� �� ����

�������������� ��� �� ������������� ����� ����������� ���� ��� ��� �� ������

��������� � ������� ��������� ������ ��� ������� ��������� ���� �� ���� ���

�������� �� ����� ��� ������� �������� ������ �� ��� �������� ��������

�������

3.5 The Fixed Point Theorem

�� ���� ������� �� ����� ������� ��� �� ��� ���� ���������� ��������� ���

����� ����� �������� ��������� �������� �� �� ��� ���������� �� ���������

���������� ���� ���� ���������� ���� ���� ����������� ������� �� ��������

��� �� ������� ���� ���� ���� �������� ��� ��� ���� �� ���������� �� �����

��������� ���� ������� �� ��� ��������� �� ������ ������� �� ������ ���� �

����� �� � ������ ����� �������� ���� �� �� � ������� ������� ��� ��������

������

Theorem 3.5.1 (Fixed Point Theorem) ��� X �� � ������ ������ ��������

���� � ���� || · ||� ������ ���� �� ���� ����� � ��������

T : X −→ X

��� ���� ������� ������� ��� ���������

||T(x2)− T(x1)|| � ρ||x2 − x1||�

����� 0 < ρ < 1� ����� ��� �������� T ��� � ���� ����� x∗� ���� ����

T(x∗) = x∗�

��� ���� ����� �� ������� ��� ��� �� ����� �� ��� ����� x∗ = ��� xk ��

��� ��������

x0� x1 = T(x0)� � � � � xk+1 = T(xk)� � � �

����� ������� ������� x0 �� �� ��������� ����� �� ��� ����� X�

� ����������� ���������� ���� �� ���� ������� �� ���� ��� �������� T

��������� ��� �������� ������� ������ �� ��� ������ ����� � �������� �� ������

� ������������� �� ������������� � ������ ���� �� ������ �� � ����������� ��

��� ����� ����� ������� ������ �� ��� ����������



������� �� ����� ���������� ��� ����� ����� ������� ��

Theorem 3.5.2 ������� ���� S ⊂ X �� � ������ ������ �� � ������ �����

�� ����� ��� �������� T : S −→ S �������� ����� T ��� � ������ ����

����� �� S�

3.6 Proofs

3.6.1 Hadamard’s Lemma

Proof: ���� ��� ��������� �� ��� �������� ����� ������� ����������� ����

�1

0

df(tx) = f(tx)|10 = f(x)− f(0)�

���������� ���� ����������� �� ���

f(x) = f(0) +

�1

0

df(tx) = f(0) +

�1

0

n�

0

∂f(tx)

∂xi
xidt = f(0) +

n�

0

gi(x)xi�

gi(x) =
∂f(tx)
∂xi

dt� ���� ������� ��� ������ �

3.6.2 Fixed Point Theorem

Proof: ���� � �������� x0� x1 = T(x0)�� � � � xk+1 = T(xk) � � �� ��� ���������

�������� ������� ����

||xk+1 − xk|| = ||T(xk)− T(xk−1)|| � ρ||xk − xk−1||�

���������

||xk+1 − xk|| � ρ||xk − xk−1|| � ρ2||xk−1 − xk−2|| � · · · � ρk||x1 − x0||�

���� ��� m = k+ r� �� ���� �� ����������� ���� ��� �������� x0� x1�� � � ��

� ������ ��������� ���� ����� ���� ��� ���������� ��� �������� ����� ����

���� ����� �� ������� �� �� ����� ������� �� ���� � ������ �� ������������

||xm − xk|| = ||xm − xm−1 + xm−1 − xm−2 + · · ·+ xk+1 − xk||

� ||xm − xm−1||+ ||xm−1 − xm−2 + · · ·+ ||xk+1 − xk||

� ρm−1||x1 − x0||+ ρm−2||x1 − x0||+ · · ·+ ρk||x1 − x0||

= ρk||x1−x0||(1+ρ+·+ρm−k−1) � ρk||x1−x0||(1+ρ+· · · ) = ρk

1− ρ
||x1−x0||�



������� �� ����� ���������� ��� ����� ����� ������� ��

���� ��� ���� ���������� �� ������� ���� ��� ��� � > 0 �� ��� ��� �� �������

N� ���� ���� ��� k � N �� ��� ||xm − xk|| < �� ���� ��� �������� x0� x1�� � � ��

������� ������� �� � �������� ����� ���� ������ �������� ��� � ������ ��

�������� ���� ��� ����� x∗ = ��� xk+1 = ��� T(xk) = T(x∗) ������� �� �����

�� ���� ���� ��� ����� ����� x∗ �� ������� ������� ���� ����� ��� ��� ��������

���� ������ x∗ �= �x� ���� ����� ��� ��������� x∗ = T(x∗) ��� T(�x) = �x� ��

�������

||x∗ − �x|| = ||T(x∗ − �x)|| � ρ||x∗ − �x||�

���� ������� ����

(1− ρ)||x∗ − �x|| � 0�

��� �� ���� ρ < 1� �� �� ���� �� x∗ = �x� �� ���� ��� ��� ������� ��� ����

������� �

3.7 Problems and exercises

Exercise 3.1 ����� ��� ��������� ��� ��������������� �� �������� ������ ��

��� ��������� ����������

�� f(x) = x3� x ∈ R�

�� f(x) = x31 − 3x21x2� x = (x1� x2)
T ∈ R2�

�� f(x) = x21� x = (x1� x2)
T ∈ R2�

�� f(x) = x1x2� x = (x1� x2)
T ∈ R2�

�� f(x) = x21 ��� x2 + ���2 x2� x = (x1� x2)
T ∈ R2�

Exercise 3.2 ������� �������� ��� ����� ������� ���� ���� ��� ��������

f(x) = x21 + x1x2 + x22 �� LR����������� �� ��� �������� g(x) = x21 + x22�

Exercise 3.3 ��������� �� �� ��� ������� ��� ���� ���� ��� �������� f(x) =

x1x2 + x22 �� LR����������� �� g(x) = x21 + x22�

Exercise 3.4 ������ ��� �� ��� ����� ������� ��� ������ ����� �� ���

��������� ���������� �� � ������������� �� ��� ����� 0�

�� f(x) = x21 ��� x2 + ���2 x2�

�� f(x) = ��� x1 − 2x1x2 + ��� x2�



������� �� ����� ���������� ��� ����� ����� ������� ��

�� f(x) = x1 ��� x2 + x2 ��� x1�

�� f(x) = x21 ��� x3 + x2x3 + x23�

�� f(x) = ��� x1 ��� x2 − x23�

�� f(x) = x1x2 + x2x3 − x1x3�
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Chapter 4

Time dependent dynamic systems

4.1 Differential equations. Theorem on Existence and Unique-

ness of Solution

�� ���� ������� �� ����� ����� ������� �� �������� ����������� ���������� ��

��� ����

�x = f(x� t)� x ∈ Rn� f : Rn × R −→ Rn� x(0) = x0� �����

�� �������� ��� �������� t ���� �� ����������� �� ����� � �������� �� � ����

������� �� �� �������� ����� �� ��� ������ ����� �� � ���� �������� x(t)� ����

����� �� ��� ���� ������� t�

�x =
dx(t)

dt
= f(x(t)� t) ��� x(0) = x0�

�� ��� ���� x(t) �������� ��� ������ ������ ���������� �� x(t) �������� ���

������ �� ��������� ����

x(t) = x0 +

�t

0

f(x(τ)� τ)dτ�

� ����������� �������� �� ��� �������� �� ��� ������ ����� �� ��� ��������

�� ��������� �� ��� �������� x(t)� �� ���� �� �� ��� ����������� ��� ��������

�������� �������� �� �� ��� ������� �� ��������� ��� ����������� �����

����� �� ��� ������� �������� �������� ����� ��� �� ��� ������� �� ���������

��������� ���� ������� ������� ��� ��������� �����

Theorem 4.1.1 (On Existence and Uniqueness) ������� ���� ��� ����� �����

���� f(x� t) �� ���������� ���� ������� �� t� ������� ��� ��� ������� ����

������� ||f(x0� t)|| � M� ��� �������� ��� ��������� ��������� ���� �������

��



������� �� ���� ��������� ������� ������� ��

�� x� ����

||f(x2� t)− f(x1� t)|| � L||x2 − x1||� L > 0�

��� ��� ������ x1� x2 ��������� �� � ������� ���� ������� �� x0 �� ������ r�

x1� x2 ∈ B(x0� r)� ����� ��� ������ ����� ��� � �������� x(t) ����� ��

� ���� �������� [0�α] �������� �� t = 0 ���� ��� ������� ��������� x0�

������������ ���� �������� �� �������

��� ���������� �� ��� �������� x(t) ��� t ∈ [0�α] ����� ����� �� ����� ������

������� �������� �x(t) ������ ��� t ∈ [0� �α] ���� ���� ����� ��������� ��������

�� ��� ������ ���� �� ����� ��������� �� ������������ ���� ��� t ∈ [0�α]∩ [0� �α]

����� ����� x(t) = �x(t)�

� ����������� �� ��� ������� �� ��������� ��� ���������� �� ���� ���

�������� x(t) �� ������ ������� �� ����� �� �� �������� [0�α] ���� ������� ��

��� ������� ��������� x0� �� ���� ���� x(t) ������ ��� ��� ���� �������� t ∈ R

��� ��� ������� ���������� x0 ∈ Rn� ��� ������ ����� ���� �� ������ � ����

��������� ��������������� ������� �������

4.2 Bellman-Gronwall Lemma, dependence on initial condi-

tions

�� ��������� ���� �� ��� �������� �� ������� ����� �� ������ �� ��� ��������

�������� ����� ���� ��� �� ������ �� ��� ��������� �����

Lemma 4.2.1 (Bellman-Gronwall) ������� ���� ��� ��������� φ(t)�ψ(t) � 0

����� ��� ������������

φ(t) � a

�t

0

φ(s)ψ(s)ds+ b� a�b � 0�

����� �� �� ���� ����

φ(t) � bea
�t
0 ψ(s)ds�

�� �� ������� ����������� �� ���� ����� �� ����� ����������� ���� ���

�������� �� � ������ �� ����������� ��������� ������� ������������ �� ���

������� ���������� ��� x0(t) ������ ���� � �������� ����������� �� x0� ������

������� ������� ��������� x0+η� ����� ||η|| � �� ��� ��� ��� �������� ��������

���� x + η �� ������� �� x�(t)� �� ��� ��� ��������� �������� ���� ���

������� ���������� ��� ����� �� ���� ����� �� �� ������� ��� ��� ��������� x0(t)



������� �� ���� ��������� ������� ������� ��

��� x�(t) ����� �� ����� �� ������ ���� ��������� �� �������

||x�(t)− x0(t)|| =

����
����x0 + η+

�t

0

f(x�(τ)� τ)dτ− x0 −

�t

0

f(x0(τ)� τ)dτ

����
����

� �+

�t

0

||f(x�(τ)� τ)− f(x0(τ)� τ)||dτ � �+ L

�t

0

||x�(τ)− x0(τ)||dτ�

�� ��� ���� ���������� �� ����� ��� ����� ������ ������ ����������� φ(t) =

||x�(t)− x0(t)||� ψ(t) = 1� a = L� ��� b = � �� ���

||x�(t)− x0(t)|| � �eL
�t
0 ds = �etL�

�� ������� ���� ��� ��� ����� t ��� ��� ������ ��� ���� �� �� ���� ���

�������� x�(t) ���� �� ����������� ����� �� x0(t)� ���� �� ������� ����� ��

��� ���������� ���������� �� ��� �������� �� ��� ������� ����������

4.3 Time dependent linear systems

� ������� ����� �� ������ ����� �� ����������� �� ������ ������� �� ��� ����

�x = A(t)x(t)� �����

����� A(t) �� � ������ �� ��������� n × n� ��������� �� ����� ��������

��� ������� �� ��������� ��� ���������� �� �������� ���� ��� ��������

�� ���� ������� ��� ������ �� � ����������� ���� ��� ������ �������� A(t)

�� ���������� ��� �������� �� ���� �� ����� ��� �������� ������ ��� �����

t ��� ����� ������� ��������� x0� ��������� ��� ������ ����� �� �� �������

�� � ���� ��������� ������� ������� �� ��� ������� �� ������� �������

���� ����� ���� �� ��������� �� ����� ��� ���� ����� ����������� �� ���� ����

������������ ����� ��� ������� ��������� ���� �� ������ �� ������� ����� �� ���

������� ��� x(s) �� ��� ���������� �� ��� ������ ����� ��� � ������� s � t�

���� ��� ��� ���� ����

x(t) = Φ(t� s)x(s)�

��� ������ Φ(t� s) �� ����� ��� ����������� ������ ���� ���������� �������

�� ��� ������� ��� ������ ��� ��������

∂Φ(t� s)

∂t
= A(t)Φ(t� s)� �� ��������� ���� Φ(s� s) = In�

�� � ������ �� ���� �� ����

�x =
∂Φ(t� s)

∂t
x(s) = A(t)Φ(t� s)x(s) = A(t)x(t)�



������� �� ���� ��������� ������� ������� ��

������������ ��� ����� ���� �������� u � s � t ��� ��������� �����

x(t) = Φ(t� s)x(s) = Φ(t� s)Φ(s�u)x(u)�

��������� �� ��� �� ������ ��������� �������� �� ��� ����������� ������

Φ(t� s)Φ(s�u) = Φ(t�u)�

�� ��� ���� u = t ����

Φ(t� s)Φ(s� t) = Φ(t� t) = In�

���� ����� ���� ��� ����������� ������ �� ����������� ��� Φ−1(t� s) =

Φ(s� t)� �� ���� ��� �� ���� ����������� ��� ��������� ���������� �� ��� ����

�������� ������

Φ(t� t) = In� Φ−1(t� s) = Φ(s� t)� Φ(t� s)Φ(s�u) = Φ(t�u)�

4.4 Peano-Baker Formula

�� ��� ������ A(t) ���� ��� ������ �� ����� �� ��� � ����� ������� ������

�x = Ax(t)� �����

� ������� �� ���� ������ �� ���� ��� ����������� ������ ��� �� ��������

����������� �������

Φ(t� s) = e(t−s)A�

����� ��� ������ ����������� �������� �� ������ �� ��� ��� �� ��� ������

etA =
�∞

i=1
(tA)i

i! � ������� ������� ��� ����� �� ��������� ��������� ���

������ ������������ ���� ����� �� ��� ��������������� �������� �������

���� ��� ���� ��� ��� ������ ����� ��� ����������� �� ��� ����������� ���

���� �� ���������� �� ��� ����������� �� �� ����������� ��������� ��� ����

�� ���� ���� ��� � 1������������ ���� ��������� ������� ������� ���

�x = a(t)x(t)� x�a� x0 ∈ R�

��� ���������� �� x(t) = e
�t
0 a(u)dux0� ���� ����� ��� ��� ��� ������ ����

������� �� ������� Φ(t� s) = e
�t
s A(u)du� ��� ������ �� ��������� �� �������

���� ��� ����������� ������ �� ��������� �� �� ������ ����������� �������

���� ������� ��� ���� �� �� ������� ������

Φ(t� s) = In +

�t

s

A(σ1)dσ1 +

�t

s

A(σ1)

�σ1

s

A(σ2)dσ2dσ1 + · · ·

+

�t

s

A(σ1)

�σ1

s

A(σ2) � � �

�σk−1

s

A(σk)dσkdσk−1 � � �dσ1 + · · ·



������� �� ���� ��������� ������� ������� ��

� ��������� �� ��������� �� ���� ������� �� � ����������� �� ��������������

���� �� ��� ������ ��������������� ��� ��� ���� t1� t2 ��� �������� A(t1) ���

A(t2) �������� ���� ����� ����������

[A(t1)�A(t2)] = A(t1)A(t2)−A(t2)A(t1) = 0�

���� ��� ����������� ������� ������ Φ(t� s) = e
�t
s A(u)du�

4.5 Ważewski Inequality

�������� � ���� ��������� ������ ������� ��� ���������� ��������� �� �����

��������� �� ��� ���������

Theorem 4.5.1 (Ważewski) ��� ��� ������ �x = A(t)x(t) ���� ������� ����� x0�

��� �A(t) = 1
2(A(t)+AT (t))� ����� ��� ���� �� ��� ����� ���������� ������

��� ��������� ��������� ����������

e
�t
0 λ�A(s)ds||x0|| � ||x(t)|| � e

�t
0
�λ�A(s)ds||x0||�

������ ��� � ��������� ������ M� λM ��� �λM ������� ������������� ���

�������� ��� ��� ������� �����������

��� ��������� ���������� ���� ������������ �� ��� ����� �� ���������� ����

������ �� ������ ������� ��������

4.6 Proofs

4.6.1 Theorem on Existence and Uniqueness

Proof: �� ����� ������� � ����� �� ���� �������� ����� �� ��� ����� �����

�������� ��� ��� � ������� α > 0 C0
n[0�α] ������ ��� ����� �� ����������

��������� ������ �� ��� �������� [0�α]� ���� ������ �� Rn� �� ��������

�������� � ���������� �������� ��������� �� C0
n[0�α] ���� �� ������� �� x�

��� ����� C0
n[0�α] ������� �� �� � ������ ������ ���� ��� ����

||x||∞ = ���
0�t�α

||x(t)||�

����� ||x(t)|| �� ��� ��������� ���� �� Rn� �� ���� � ���������� ��������

x ∈ C0
n[0�α]� ��� ��� z(t) = x0 +

�t
0 f(x(τ)� τ)dτ� ���� ��� �������� ��

��� ������� ����� �� ������� ���� z ∈ C0
n[0�α]� �� �� ��� ������ ���� ���



������� �� ���� ��������� ������� ������� ��

�������� �������� x0 ������ �� ���� ������ ���� �� ���� ��� ���� B(x0� r)�

��� ����� � ������ S ⊂ C0
n[0�α] ��

S =
�
x ∈ C0

n[0�α]| ||x− x0||∞ � r
�

�

�������� � ��������

P : C0
n[0�α] −→ C0

n[0�α]�

���� ����

(P(x))(t) = x0 +

�t

0

f(x(τ)� τ)dτ�

�� ����� ���� ���� P �� � ����������� �� ��� ��� S� �� ���� ���������� ���

��� ��������� x1� x2 ∈ C0
n[0�α] �� �������

||P(x2)− P(x1)||∞ = ���
0�t�α

����
����
�t

0

f(x2(τ)� τ)dτ−

�t

0

f(x1(τ)� τ)dτ

����
����

� ���
0�t�α

�t

0

||f(x2(τ)� τ)−f(x1(τ)� τ)||dτ � L = ���
0�t�α

�t

0

||x2(τ)−x1(τ)||dτ�

����� ��� ���� ���� ���� ��� ��������� ��������� ��� �� ���� ||x2(τ) −

x1(τ)|| � ���0�t�α ||x2(τ) − x1(τ)|| = ||x2 − x1||∞� ���������� �� ���� ���

�� ������ �� ��� ���������� ����

||P(x2)− P(x1)||∞ ���
0�t�α

�t

0

dτ = Lα||x2 − x1||∞�

�� ��� ����� �� ���� ρ = Lα < 1 ���� P �� ���������� ���� �� ���� �� �����

�� P ��� ��� ������ �� ��� ��� S� �� �� P : S −→ S� ����� ������ � ��������

x ∈ S� ���� ��� ����������� �� ������

||P(x)− x0||∞ = ���
0�t�α

����
����
�t

0

f(x(τ)� τ)dτ

����
���� � ���

0�t�α

�t

0

||f(x(τ)� τ)||dτ

= ���
0�t�α

�t

0

||f(x(τ)� τ)− f(x0� τ) + f(x0� τ)||dτ

� ���
0�t�α

��t

0

L||x(τ)− x0||dτ+

�t

0

||f(x0� τ)||dτ

�

� Lr ���
0�t�α

�t

0

dτ+M ���
0�t�α

�t

0

dτ = (Lr+M)α�

�������� �� ��� ���� P ����� ��� ������ �� ��� ��� S� �� ��������� ���� (Lr +

M)α � r� ���� ����� ���� α ������ ���������� ����� α � r
Lr+M � ������



������� �� ���� ��������� ������� ������� ��

������ α = ���
�
ρ
L � r

Lr+M

�
�� ��� ��������� ���� P �� ��������� �� S� ����

����� ��� ��� ������� ����� ������� ���� ��� �������� P ��� � ���� ������

���� ���� P(x∗) = x∗� ���������� ��� ��� t ∈ [0�α]�

x∗(t) = x0 +

�t

0

f(x∗(τ)� τ)dτ�

����

�x∗ = f(x∗(t)� t)� x∗(0) = x0�

��� ������� ��� ���� ������������� �

4.6.2 Peano-Baker Formula

����� �� ������ � ������ �� �������� ��� ����������� �������� �� ����

��� � ����������� ������ Φ(t� s) ���� ������ ��� ��������

∂Φ(t� s)

∂t
= A(t)Φ(t� s)� ���� ��� ������� ��������� Φ(s� s) = In�

�� ����������� ���� �������� ���� s �� t �� ���

Φ(t� s) = In +

�t

s

A(σ1)Φ(σ1� s)dσ1�

������������ �� �������

Φ(σ1� s) = In +

�σ1

s

A(σ2)Φ(σ2� s)dσ2�

������ ����� ��� ������������ �� ��� �������� ����������� ������� ��

Φ(t� s) = In +

�t

s

A(σ1)dσ1 +

�t

s

A(σ1)

�σ1

s

A(σ2)Φ(σ2� s)dσ2dσ1�

����

4.6.3 Ważewski Inequality

Proof: ������� ���� x(t) ������� ��� ���������� �� ��� ������ �����������

���� ������� �� ���� ��� ������ �� ��� ���� ||x(t)||2 = xT (t)x(t)� ���

������������ ���� ������� �� ����

d||x(t)||2

dt
= �xT (t)x(t) + xT (t) �x(t)

= xT (t)AT (t)x(t) + xT (t)A(t)x(t) = 2xT (t)�A(t)x(t)�



������� �� ���� ��������� ������� ������� ��

�� ��� ���� ���� �� ��� ����� ���� ���� �� ����� ��� ��������������� ���

��������� ���� ������

λ �A(t)||x(t)||2 � xT (t)�A(t)x(t) � �λ �A(t)||x(t)||2�

�� ����������� ���� ��� ����� ���� ���� �� ���� ����������� �� ������

d||x(t)||2

dt
� 2�λ �A(t)||x(t)||2�

��� ����������� �� ���� ���������� ��������� ������� ��

�t

0

d||x(s)||2

||x(s)||2
= ��

||x(t)||2

||x0||2
� 2

�t

0

�λ �A(s)ds�

���� �������� �������

||x(t)||2 � e2
�t
0
�λ�A(s)ds�

��� ����� ���������� �� ���������� �� ��� ����� ���� ���� ���� �� ��� �������

��� ����������� ��� ���� ���� ���� ���� ��� �� ������ �� ��� ���� ���� �

4.7 Problems and exercises

Exercise 4.1 ����� ��� ����� ����� ������� ������ � �������� ��������� ���

����������� �� ��� ��������� ��������� �� ������� � ������ �� ������ ���������

x = Ax� ����������

xk+1 = Axk�

x0 � ������� ������

Exercise 4.2 ���� ���� ��� ����������� ������ Φ(t� s) �� ��� ������ ������

�x = A(t)x �������� ��� ��������

∂ΦT (s� t)

∂t
= −AT (t)ΦT (s� t)�

Exercise 4.3 ����� ���� ��� � �������� ������ A(t) = A ��� �����������

������� �������� ��� ������ ����������� etA = Φ(t� 0)�

Exercise 4.4 ����� ���� ��� ������ M(t) =
�t
0Φ(t� s)B(s)BT (s)ΦT (t� s)ds

����� ��� �������� ����������� ��������

�M = B(t)BT (t) +A(t)M(t) +M(t)AT (t)�



������� �� ���� ��������� ������� ������� ��

Exercise 4.5 ����� ��� ����������������� ������ ����� ������ ����

φ(t)

a
�t
0φ(s)ψ(s)ds+ b

� 1�

Exercise 4.6 ������� �� ��� ��������� ���������� ������ ��� ���������� ����

������ �� ��� ��������� ������ ��������

�� �
�x = −tx

�y = −y
�

�� �
�x = −x+ 2y

1+t2

�y = −y
�

�� �
�x = −2x+ 2y ��� t

�y = −2y
�

�� �
�x = −t2x+ y ��� t

�y = −t2y− x ��� t
�
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Chapter 5

Stability

�� ����� �������� �������������� ������� �������� �� ��� ����

�x = f(x(t)� t)� x(t0) = x0� �����

����� f : Rn × R −→ Rn �� � ������ �������� �c∞� ���� ������� �� ���

�������� x� ������� ���� ���� ��� ����������� ����� ������� ������ ��� �����

��������� ��������� ��� � ������ �� ������ �� ������ � ������ ���� �� ���

���������� ����� ������ ������� �� ������ ����

f(x2� t)− f(x1� t) =

�1

0

df(sx2 + (1− s)x1� t)ds

=

�1

0

∂f(sx2 + (1− s)x1� t)

∂x
(x2 − x1)ds = G(x1� x2� t)(x2 − x1)�

����� G(x1� x2� t) =
�1
0

∂f(sx2+(1−s)x1�t)
∂x ds� ������ �������� ��� ���� ��

���

||f(x2� t)− f(x1� t)|| � ||G(x1� x2� t)|| ||(x2 − x1)||�

���� �� ��� �������� f(x� t) �������� ��� ���������� �� ��� ������� �� �����

����� ��� ���������� �������� �� ��� �������� t� ���� ���� ��� ���� B(x0� r)×
[0�α] ��� ���� �� ��� ������ G(x1� x2� t) �� �������� ||G(x1� x2� t)|| � L�

���� ������� ��� ��������� ��������� �� ���� ��� �� ��������� ��� ����� ���

������� �� ��� ���������� x(t) �� ��� ������ ������ �� ���� ������� �� �����

������ ����� ������ ���� x(t) ������ ��� ����� ���� ������� t� �� ���� �����

�� � ���� ��������� ������ ������� �������

5.1 Stability, uniform stability, asymptotic stability

��� � ������� ������ �� ����� ��� ����������� ������

��



������� �� ��������� ��

Definition 5.1.1 ��� ����� x0 ∈ Rn �� ������ ��� ����������� ����� �� ���

������ ������ �� ��� ����� t ∈ R

f(x0� t) = 0�

���������� � ������ ������� ������ �x = A(t)x(t) ��� ��� ����������� �����

x0 = 0� ������������� ��� ����� ������ ��� ���� � ������ ��� ������� ���

������ �x = x+ t ��� �����

������� ���� x0 = 0 ������� �� ����������� ����� �� ��� ������ ������

��� ��������� �� ��� �������� ���������� �� � ������������� �� ��� �����

������� ����� �� ������������� �� � �������� ����� ���������� ��� �����

��������� ������� ������� ����� ����� ������� �������� �� ��������� �� ���

����������� ������ ���� ���� �� ��������� ������ ��� ������ t0 �������

��� ������� ���� ��������

Definition 5.1.2 ��� ����������� ����� x0 = 0 �� � �������������� ���

����� ������ ���

� ������ ��� ��

(∀t0� �)(∃η = η(t0� �))(∀t � t0)(||x(t0)|| < η =⇒ ||x(t)|| < �)�

� �������� ��� �� �� �� ��� ������

(∃t0� �)(∀η = η(t0� �))(∃t � t0)(||x(t0)|| < η ��� ||x(t)|| � �)�

� ��������� ������ ���� �� �� �� ������� ��� η ���� ��� ������ �� t0�

���� η = η(�)�

� �������������� ������ ���� �� �� �� ������� ��� ����� ������ � ������

c = c(t0)� ���� ���� ��� ||x(t0)|| < c ��� ���������� x(t) → x0�

� ��������� �������������� ������ ����� �� �� �� �������������� ����

���� ��� ����� ������ � ������ c� ����������� �� t0� ���� ���� ���

||x(t0)|| < c ��� ���������� x(t) ���������� x0 �� ��� ��������������

�� ��� ������� ���� ���� ����� ����� ����

(∀η > 0)(∃T = T(η))(∀t � t0 + T(η))(||x(t)|| < η)�

� �������� ��������� �������������� ������ ������ �� �� �� ��� ���

c = +∞�



������� �� ��������� ��

x(t0)

0

η

�

x
(t
)

x(t0) 0

c

�

x
(t
)

������ ���� ��������� ��� ���������� ���������

��� ���� �� ��� ��������� ��� ���������� ��������� �� ��������� �� ������ ����

��� ���� ������ ������� ������� ��� ��������� ��� �� ������� �������� ��

��� ����� �� ��� ���������� ��� ��������� ������� ��� ����� �� �� ������������

�x = −
x(t)

1+ t
� x ∈ R� t > −1�

��� �������� ���������� ����� ��� ���� x(t) =
x(t0)(1+t0)

1+t � ��� ��� �����

x0 = 0 ���������� �� ������������ ���� ��� ��� ������ ���� |x(t)| < |x(t0)|�

�� �� ������ �� ���� η = �� �� �������� ���� ��� ����������� ����� �� �������

���� ����� �� ���� �������������� ������� ��� �� ���������� ������� ��� � �����

η ��� ����������� ���� |x(t0+T)| =
x(t0)|(1+t0)|

1+t0+T < η ����� �� ��� ����������

T >
|x(t0)||(1+t0)|

η − 1 − t0 = T(η� t0)� ���� ����� ���� T ������� �� ���

������� ���� ������� t0�

5.2 Class K and K∞ functions

������ ��� ���� ������� ������ ������� ��� ��������� �� �� ����������� �����

������ �� ������� �������� ���� ��� ���������� �������� �� ���� ���� ���

������ �������� �� ����� ��������� �� ����� ��� �� ������ ������������

��������� �� ����� K� ������ �� ��� ��������� ���

Definition 5.2.1 � ���������� �������� α : [0�a] −→ R+� a > 0 �� ������ �

����� K �������� �� α �� �������� ���������� ��� α(0) = 0� � �������� α

�� � ����� K∞ �������� �� a = +∞ ��� ����� ���� r → +∞ ��� ��������

α(r) → +∞�



������� �� ��������� ��

�� ������� �� � ����� K ��������� ���� �� ��� � ����� K∞ �������� �� α(r) =

������ r� �� ��������� ��� �������� α(r) = rn� n � 1� �� �������������� ���

����� K �� ���� �� ��� ����� K∞ ���������

5.3 Lyapunov Function Theorem

���������� ��� ��������� �� ����� K ��� ��� ����� ��� ��������� ��������

���������� �� ����������

Theorem 5.3.1 (Lyapunov Function Theorem) ��� � ������� ������ ����� ��

������ ���� �� ����������� ����� x0 = 0� ������� ���� �� � ������

D ⊂ Rn ���������� x0 ����� ������ � C1 �������� V : D × R −→ R�

������� ��� ���������� �� V ����� ��� ���������� �� ��� ������� �������

�V(x� t) =
∂V(x� t)

∂t
+

�
∂V(x� t)

∂x

�T

f(x� t)�

���� ��

� ����� ����� ����� K ��������� α1� α2� ���� ����

α1(||x||) � V(x� t) � α2(||x||) ��� �V(x� t) � 0�

���� ��� ����� x0 �� ��������� �������

� ����� ����� ����� K ��������� α1� α2 ��� α3� ���� ����

α1(||x||) � V(x� t) � α2(||x||) ��� �V(x� t) � −α3(||x||)�

���� ��� ����� x0 �� ��������� �������������� �������

� ��� ��������� ���� ��� �������� ���� ����� ��� ����� ����� K∞ �����

����� α1� α2 ��� α3� ��� D = Rn� ���� ��� ����� x0 �� ��������

��������� �������������� �������

��� �������� V �� ������ � �������� ��������� ��� � ������ �����������

����� �� ����� ����� �������� ������� ��� �� ������������ �� ��� ��������

�������� ������� �������� � �������������� ������� ������

�x = −
�
1+ t2

�
x3� x ∈ R�

�� �� ������ ���� ���� ��� ����� x0 = 0 ���� �� �� ����������� ����� �� ����

������� �� ������ V(x� t) = 1
2x

2� �������� ��� α1(r) = α2(r) =
1
2r

2 �� �����

���� α1(|x|) � V(x� t) � α2(|x|)� ��� ���������� �V(x� t) = 1(1+t2)x4 � −x4�

�� �� α3(r) = r4 �� ���� �V(x� t) � −α3(|x|)� ����� ��� ��� ��������� αi ���

����� K∞ ���������� ��� D = R� ��� ������� ����� ������ ��� ������ �������

���������� ��������� �� ��� ����� x0�



������� �� ��������� ��

5.4 Barbalat’s Lemma

�� ��� ����� �� ��������� �� �������������� �������� ������� ��� ��������

�������� �������� ��� ���� ������� ������ ������ ��� ���������� ������

�� ����� �� ��������� ���� ������ �� ����� ���� ��� �� ������ ��� ���������

��������� ���������� ��� ���� ����������

� ������� ���� � ������ �������� f(t) ��� � ����� �� t → +∞� �� �� ����

���� �f(t) → 0�

� ���� ��� �f(t) → 0� ���� �� ������ �� ��� ��������� �� � ����� �� ���

�������� f(t) �� t → +∞�

�� ������ �� ���� ����� ��������� �� ��������� ���� ��� �� ������ ���� ���

��������� ������� ��������� f(t) = e−t ��� e2t ��� f(t) = ��� �� t� ������

������ �� ����� �� ������ �� �������� �� ���� �� ���� �� ���������� �������

���� ����� ��� �������� f(t)� �� �� �������� �� ��� ���������

Theorem 5.4.1 (Barbalat) ��� � �������� f ∈ C2(R�R) �� ������ �� ���� �����

���� ��� � ����� �� t → +∞ ��� ��� ������ ����� ���������� �� f ��

�������� |�f(t)| � M� ���� �f(t) → 0�

��� ���������� ����� �� ����� ������� �� � �������� �������� �� ����� ��

������ ����� ��� ���������� ��������� �� � ������ �� �� ��� ����� �����������

�� ��� ����������� �� ��� �������� ����������� ��� ������������ �� �����

������� ��� ������� ������

�
�x1 = −x1 + x2 ��� t

�x2 = −x1 ��� t
�

��� ����� 0 ∈ R2 �� �� ����������� ����� �� ���� ������� ������ � ��������

V(x� t) = x21 + x22� ��� ������� �V(x� t) = 2x1 �x1 + 2x2 �x2 = −2x21� ����

��� �������� �������� ������� �� ������ ���� ��� ����������� ����� ��

������ ������� ���� ��� �������� x21 �� ��� � ����� K �������� �� ��� ���� ||x||��

����� �� ���� ���� ���� ����� �� ���� ��������� ����� ������� ���� �����

��� ���������� x(t) �� ��� ������ ��� �������� W(t) = x21(t) + x22(t) � 0�

����� ��� �������� �W(t) = −2x21(t) � 0� ���� ����� ���� W(t) �� ����������

���������������� ��� �������������� ���� ������ ��� ��������� �� � ����� ��

W(t) �� t → +∞� ������� ��� ������ ����� ���������� �W(t) = −4x21 �x−1 =

4x21 + 4|x1||x2|� ����� ��� �������� W(t) �� ��������������� W(t) � W(0)� ��

������� ���� ��� ���������� x(t) = (x1(t)� x2(t)) �� �������� �������� ����

��� ���������� ����� �� ������ ���� �W(t) = −x21(t) → 0� ���� x1(t) → 0�



������� �� ��������� ��

�� ���� ��� �� ���� ������������ ����� ������� ��� ���������� ����������

��� �� ����������� �� ��� ������ ��������� �������������� �� 0�

5.5 Convergence estimation

�� ��� ������ �� �������� �� ��� �������� ��������� ����� �� ��� ��������

�������� �������� �� ��� ������ ���� ��� ���������� �� ��� �������� �����

���� ����� ��� ���������� �� ��������� �� ��� �������� ������� ���� ��������� ��

���� ������������ ��� �� � ����������� �� ���������� ��� ����� �� �����������

�� ��� ���������� �� ��� ����������� ������ �� ����� �� ������ ������� ����

���� �� ��������� �� ����� �������� ��� ������ �x = −(1+t2)x3� ���� ������

��� ��� ����������� ����� 0 ∈ R� ���� ��� �������� V(x� t) = V(x) = 1
2x

2

��� ��� W(t) = V(x(t))� �� �� ������ ���� ���� �W(t) � −x4(t) = −4W2(t)�

�� ����������� �� ���� ���������� �������� �� ������ W(t) � 1
1

W(0)+4t
� ����

������� ���� |x(t)| �
�

2
1

V(0)+4t

�1/2

� �� �� ��� ���� ��� �������� ����������

���������� 0 ���� � ���������� ����� �� ����� t−(1/2)� ������ ���� ����

�������� �� ������� ��� ������� ��� ���� ��������� �� �������� ��� ����������

x(t) = 1√
x−2
0 +2t+ 2

3t
3

����� �� ���� �������� ������ �� ��� �������� t−3/2�

5.6 Problems and exercises

Exercise 5.1 ����� ��������� �� ��� ��������� ��������

�� �
�x1
�x2

�
=

�
−1 e

1
2t

0 −1

��
x1
x2

�
�

�� �
�x1
�x2

�
=

�
−10 e3t

0 −2

��
x1
x2

�
�

�� �
�x1
�x2

�
=

�
−1 e2t

0 −2

��
x1
x2

�
�

�� �
�x1
�x2

�
=

�
−1 2 ��� t

0 −(t+ 1)

��
x1
x2

�
�
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Exercise 5.2 ���� ���� ��� ����������� ����� (0� 0)T �� ��� ������

�
�x1 = −x1 + x2 +

�
x21 + x22

�
��� t

�x2 = −x1 − x2 +
�
x21 + x22

�
��� t

�� ������������� ������� ��� ����� ��� ��������� ������� ����� ��� V(x) =

x21 + x22�

Exercise 5.3 ������� ��������� �� ��� ����� (0� 0)T �� ��� ������

�
�x1 = h(t)− g(t)x31

�x1 = −h(t)− g(t)x32
�

����� g(t)� h(t) ��� ������ ��� �������������� �������� g(t) � k > 0�

����� ���� V(x) = x21 + x22�

Exercise 5.4 ��� V(x) ������ � ������ ��������� ��������� ���� ���� ���

�������� ������

�x = −
∂V(x)

∂x
= −DV(x)

��� �� ������ �������

Exercise 5.5 ��� H(x�y)� x�y ∈ Rn ������ � ������ ���������� ���������

����� ���� ��� ����������� ������





�x =
∂H(x�y)

∂y

�y = −
∂H(x�y)

∂x

���� ��� ���� ��� �������������� ������ ����������� ������

5.7 Bibliographical remarks

��� ���������� �� ��������� ������ ��������� �� ���� ������� ������ �� ���

��������� �������� ����� ��� ������� � �� ��� ���� ������� �� �������

�� ���������� ��� ������� �� ��� ����������� ������ ��� ����� ����������

�������� �������� ��� �� ����� �� ��������
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Chapter 6

Time-independent dynamic systems

�� ���� ������� �� ����� �� ������� ���� ������� �� �������� �����������

���������� �� ��� ����

�x = f(x(t))� x(0) = x0� �����

����� f ∈ C∞(Rn�Rn)� ������ ���� ��� ����� ���� ���� �� ��� ������

����� ���� ��� ������ �� ����� ��������� ��� ���������� �� ��� �������

�� ��������� ��� ���������� ������ �� ��� ��������� ��������� ���� ��� ���

������ �������� f(x) �� �������� ��������������

6.1 System’s flow

�� ����������� �� ���� ��� ���� ���� ������ ��� ������ ����� ��� � ��������

x(t) = ϕ(t� x)� x(0) = x�
dϕ(t� x)

dt
= f(ϕ(t� x))

������ �� � ���� �������� ���������� ��� ������� ���� �������� �� ϕ(x� t) ��

������ ��� ����� ������� ����� x ∈ Rn ��� ����� ���� t ∈ R ���� ����� ����

�� ������ � ���������������� ������������ ������� ������� ��� ������� �

������� ������� ���� ��������� �� � ������� ������ ��� �������� ϕ(x� t)

�� ����� ��� �������� ���� ��� ��� ������� �������� �� ���� �� ���� ��

�� ��� ������ �� ���������� � ����� �� ��� ������ �� ���� t �� ��� ����� ��

���� 0 ��� ���� x� �� ����� �� ����������� ���� ���� ����� ��� ��������� x

��� t �� ����� ��� ��� �������� ϕ(x� t) = ϕt(x)� ��� �������� ��� ��� ���

��������� �����������

� ϕ0(x) = x ��������� ����������

��



������� �� ���������������� ������� ������� ��

� ϕt ◦ϕs(x) = ϕt+s(x) = ϕs+t(x) = ϕs ◦ϕt(x) ���������� ����������

����� ��� ����� ����������� ��� s = −t� �� ��� ϕt ◦ ϕ−t(x) = ϕt−t(x) =

ϕ0(t) = x� ���� ������ (ϕt)
−1 = ϕ−t� ������������� {ϕt|t ∈ R} �� � �1�

���������� ������ �� �������������� �� ��� ����� ����� Rn�

�������������� ��� �������� f(x) ��������� �� ��� ����� ���� ���� ��

��� ������ ����� ��� �� ����������� �� � ������ ���� ���� �� ����� �����

x ∈ Rn ������� � ��������� �� ������ �� ���� ������ ���� ���� �� ��� �����

��� �������� ���������� ���� �� ������� �� ��� ������ ������ �� ��� ������

����� ���� ����� ��� �� ������� ���� ��� ����������� �� � ����������� �������� ��

���������� �� ���������� ���� ��� ����� ����� ������ ������� �� ��� ����������

������ �� � ������ �����

������ ���� �� ��� ��� ��� ����� x ��� ��� t ������ �� ������ �� ���

������� �� ����� �� ��� ������� �������

Definition 6.1.1 ��� ���

O(x) = {ϕt(x)|t ∈ R}

�� ������ ��� ����� �� ��� ������� ������� ������� ��� ����� x�

�������������� ����� ����� ���� ����� ����� �� ������ �� � ������� �������

� O = {x} ����������� ����� (∀t ∈ R)(ϕt(x) = x)�

� O = {x ∈ Rn|(∃t > 0)(ϕt(x) = x)} ∼=S1 ������ ������

� O ∼=R ���� ������

������ ��� ������ ∼= ������� �� ������������ �� ��� �� ���� ��� �� ������

������ S1 ������ ��� ��� ���� ������� ��� ����� ����� �� ������ ��� �� ����������

�� ��� ����� �������� �� ��� ������������ �������� �q = − ���q ���������

�� ������ ���� �������� ��� �� ������ ���� �� ��� ������� �� ��������� ���

���������� ��� ��������� (∃t > 0)(ϕt(x) = x) ������ ������ � ������ ������

��� ������� T > 0� ���� ���� ϕT = x �� ������ ��� ������ �� ��� ������

������ ���������� ϕt+T (x) = ϕt ◦ϕT (x) = ϕt(x)�

6.2 Equivalence of dynamic systems

��������� �� ��� ��������� ��� �� ����� ��������� � ������� �� �����������

�� ������� �������� ������� ���� ��� ������� ������� ��� ������ �� ���

����

σ : �x = f(x(t)) ��� σ � : �ξ = F(ξ(t))� x� ξ ∈ Rn�



������� �� ���������������� ������� ������� ��

q

�q

π−π 2π−2π

������ ���� ������ �� ������������ ��������

���� ���� ����� ��� ������������� ϕt(x) ��� Φt(ξ)� ����� ��� ������������

��� �� �������

Definition 6.2.1 � ����������� �����������

σ ∼=
TE

σ � ⇐⇒ (∃ ������������� ξ = ψ(x))(ψ ◦ϕt(x) = Φt ◦ψ(x))�

� ����������� �����������

σ ∼=
DE

σ � ⇐⇒ (∃ ������������� ξ = ψ(x))(ψ ◦ϕt(x) = Φt ◦ψ(x))�

��� ������� �� ������������� ��� ���� ���������� �� ������� �� ����������

�� ��� ������������� ���� ����� �� �� ������������ �������������� ��� ����

� ���������� �������� ��� ������������� ����� �� �� ����������� �����������

��� ���� � ���������� �������� �� ��� �������� ψ �� ������ ���� ��������

�� ����� �� � ����� ����������� ������������� ��������������� �� ����� ���

��� ���� ��� ��������� ������� �� ��� ����������� �� ������� ������� ��

�������� �� ������ ����

6.3 Theorem on Differential Equivalence

�� ������� ���� ��� ���������� �������� ���� ����� �� ������������ �� ���

����� ������� �������� ���� ��� �������� ���� ��� ������ ���� ���� ���

�������� ����������� ��������� ���� ���� ������� �� ���� ����� ���� �� ���

��������� �� �� ����� �� ������������ �� ���� � ���� �� ��� ����������� ����

���� ��� �������� ��� ����� �� ����� ��� ���� ���� � ���� ������ ��� ���

����������� ������������ �� ���� ������� ��� ��������� ������� �� �����



������� �� ���������������� ������� ������� ��

x

ϕt(x) ψ

ψ(x)

Φt(ψ(x)) = ψ(ϕt(x))

ψ

������ ���� ����������� �� ������� �������

Theorem 6.3.1 (On Differential Equivalence)

σ ∼=
DE

σ � ⇐⇒ (∃ ������������� ξ = ψ(x))(Dψ(x)f(x) = F(ψ(x))�

6.4 Straightening Out Theorem

��� � ������� ������ ����� ��� ����� x0� �� ����� f(x0) = 0� ���� �� ����� �

�������� ����� �� �� ����������� ����� �� ���� ������� �� ���� ���� f(x0) �=
0 ��� ����� x0 �� �������� �� �� � ������� ������ ��� ���� ������� ��

������������� ��� �� ������ ����� ������������� ��� ��������� �� � �������

������ �� � ������������� �� ��� ������� ������

Theorem 6.4.1 (Straightening Out Theorem) ��� f(0) �= 0� ����

σ ∼=
LDE

σ ��

��� σ � ���� ���� ��� ������ ���� F(ξ) = e1 = (1� 0� � � � � 0)T ∈ Rn� �� �����

������ ��� ������ σ � ������� ��� ����




�ξ1 = 1

�ξ2 = 0
���

�ξn = 0

�

����� ��� ���

Φt(ξ) = ξ+ te1�

��� ���� ��� ��� ������� �� ���� ������� �� ��������� �� ������ ���� ���

������������� ��� ������� ������� ����� ��������� �� ��� ���������� ��� ���

������� �� ������� ������� ������ ������� �������������� ������ �� ��� ����



������� �� ���������������� ������� ������� ��

ξ1

ξ2� � � � � ξn

������ ���� ������������� ��� � ������ ����

��������� �� � ������ ��� ���� ����������� ���������� ����� �� ����� �����

��� ��������� �� ��� ����������� ���������� �������

6.5 Equilibrium points

������ ���� x0 ∈ R ������� �� ����������� ����� �� ��� ������ ������ ��

���� ��� ������ ������ �� ��� ������ ���� f(x) �� � ������������� �� ����

����������� �����

f(x) = f(x0) +Df(x0)(x− x0) + o(x) = Df(x0)(x− x0) + o(x)�

��� ������ A = Df(x0) �� ������ ��� ������ �� ��� ������ ������������� ��

��� ������ �� ��� ����� x0� ������� �� �� ����� ����������� ��� ����� �� ���

����������� �������

Definition 6.5.1 �� ����������� ����� x0 �� ������ � ����������� �� ������

������ �� ��� ������ A ���� �������� ���� ������ ����� x0 �� �����

��������� �� ����������� λi �� ��� ������ A ���� ��� ��������� ������

�������� λi =
�

jmijλj ��� ������� �������� mij � 0�
�

jmij � 2� ���

����������� ����� x0 �� �������� �� �� ������������ �� �� �� ��� ���������

��� ������������ �� ��� ������� �� �������� ������ ��� �� ���� �� � ������

���������� ��������� �� �
�x1 = ωx2

�x2 = −ωx1
�

�� �� ������ ������� ���� ��� ������ ������� ��� �������� x21 + x22 = C� ���

����������� ����� x0 = 0 �� �������� ������� ��� ������ A =
�

0 ω
−ω 0

�
��



������� �� ���������������� ������� ������� ��

��� ������ ������������� �� ��� ���������� ��� ����������� ±iω� ���������

λ1 + λ2 = 0� �� ������ 2λ1 + λ2 = λ1� �� �������� �� ��� ��������� �� ���

�������� ������ �� ����������� ���� ��� ���������� �������� ��� ������ �� ���

���� ����������� ������ ���� ��� ��������� ��������� ��� ���� ����� ����

��� ����������� ��� ����� ��� ��� �� �� 0� ���� ����� ���� �� �����������

����� ��� �������������� �� �������� ��� ����������� �� �� ��� ������ �x1 =

αx2� �x2 = αx1�

6.6 Linearisation of dynamic systems

��� ��������� �� ������� ������ �� � ������������� �� � ������������

����������� ����� �� ��������� �� ��� ���������

Theorem 6.6.1 (Poincaré-Siegel-Sternberg) ��� x0 = 0 ������ � ������������

����������� ����� �� ��� ������� ������� σ : �x = f(x(t))� ����

σ ∼=
LDE

σ ��

����� σ �� �ξ = Aξ ��� A = Df(0)�

���� ������� ������� ���� ������ � ������������ ����� ��� ������� ������

������� �� ��� ������ ������������� �� ���� ������ ��� ��� ���������� �����

�� ��������� ������ �� ���� ��� ��� ����������� ������������ �� ������ ��

Theorem 6.6.2 (Hartman-Grobman) ������� ���� x0 = 0 �� � ���������� �����

������� ����� �� ��� ������� ������ σ : �x = f(x(t))� ����

σ ∼=
LTE

σ ��

����� σ �� �ξ = Aξ ��� A = Df(0)�

6.7 Equivalence of linear systems

�� ���� ������� �� ����� �������� ������ ������� �������� ��� ��� ����

������� �� ������

σ : �x = Ax(t) ��� σ � : �ξ = Fξ(t)� x� ξ ∈ Rn� A� F ���������

��� ����������� ����������� �� ������ ������� ����� ����

σ ∼=
DE

σ � ⇐⇒ (∃ � � ������������ ������) (PA = FP)�



������� �� ���������������� ������� ������� ��

�� �� ��� ���� �� ������� ���� ��� ����������� �� ��� �������� A ��� F ���

���������� �� ���� ������������ ��������� ��� ���������� ������ ������� ����

�������� ���� ��� ���� ������������ ���� �������� ����� ���� ��� ����

���������� ����������� ������� ���� �� ���� �������� ��� ���� ����� ���

��������� ���� �� ����� ��� ������� ��� ���������� �������� �������� A

��� F ���� �� ������ �� ���������� ����� �� ��������� ����� ������������ ��

��� �� ����� ��� ���� ������ ��� ����������� ����������� �� ��� � ���� ������

���� ��� ������������� �� ������ �������� ��� �������� �� ��� ��� �����������

����������� ���� ��� ��������� ������ ��� �� �������

Theorem 6.7.1 (Kuiper) ������ ���� ��� ������ ������

σ : �x = Ax(t)

��� � ���������� ����������� ����� x0 = 0� �����

σ ∼=
TE

σ �
k� k = 0� 1� � � � �n�

�����

σ �
k :





�ξ1 = −ξ1(t)
���

�ξk = −ξk(t)

�ξk+1 = ξk+1(t)
���

�ξn = ξn(t)

� �����

��� ������� ��������� k ������� ��� ������ �� ����������� �� ��� ������ A

���� �������� ���� ������ �� ��� ���� �� ������ ������� �n = 2�� ��� �������

���� ����� ���� ����� ����� ����� ����� �� ���������� ����������� ������� ���

���� ������� ��� ������ ������� ��� ��� ������ ������� ��� �� ���� ��� �����

�� ������ ���

6.8 Classification of dynamic systems: a summary

�� ���� ����� ���� ��� ����������� ����������� �� �� ������� ���� ��� ���

�������� ��� ��������� �� � ������� ������ ������ ��� ������� ������ ��

��� ������������ �������� ������� ���������������� ��� ����������� ������

������ ������ �� �������� ��� ������� ������ ���� ��� ������ �������������

�� � ���������� ����������� ������ ���������� ���������� �� ��� �����������



������� �� ���������������� ������� ������� ��

x1

x2

x1

x2

x1

x2�� �� ��

������ ���� ���������� ����������� ������ �� ��� ������ �� ����� �� �������

�� ������

����������� ������ ������� ����� ������� �������� ����� ��� ������ �� ����

��� �� ������ �� ��� ��������� ����� ������������� �� ������� ��������

Theorem 6.8.1 �� � ������������� �� � ���������� ����������� ����� � ���

����� ������ �� ������� ������������� ���������� �� ��� ���� �����

(n+ 1) ������ ����� ��������� �� ��� ������� ������

������� ����� ���� ������ ���� �� ��� ����� �� ��� ������ �������������

�� �� ����������� ����� ��� ��� ������ ����� ��� ����� ��������� �� ����

������ ���� �� ��� ������� �� �� ������ ����� ������ �� �������� �� ��������

���������� �� ����������� �� ����������� ����� �� ��� ������ σ �� �������

�������������� ������ �� ��� ������������� ������ ���� �� σ �
n� ��� ��������

��� ��� ��������� ������ ������

6.9 Proofs

6.9.1 Theorem on Differential Equivalence

Proof: �� ������ ���� ���� �� ��� ������� ������� σ ��� σ � ������� ���

���������

dϕt(x)

dt
= f(ϕt(x)) ���

dΦt(x)

dt
= F(Φt(x))�

� ��������� ���������� ������� ���� ψ ◦ ϕt(x) = Φt ◦ ψ(x)� ����� ���

������������� ψ �� �������������� �� ������� ��� ��������������� ��

���� ����� ��� ������

dψ ◦ϕt(x)

dt
= Dψ(ϕt(x))

dϕt(x)

dt
= Dψ(ϕt(x))f(ϕt(x))

��� ����
dΦt ◦ψ(x)

dt
= F(Φt(ψ(x))�



������� �� ���������������� ������� ������� ��

������ ����������� t = 0� �� ������ ���� ��� ����� ���������� ����

Dψ(x)f(x) = F(ψ(x))�

� �������� ���������� �� ������ ���� Dψ(x)f(x) = F(ψ(x))� �������

x �� ���������� �� ������� x �� ��� ��� ϕt(x) ���� ����� �� ��� �������

Dψ(ϕt(x))f(ϕt(x)) = F(ψ(ϕt(x))� ���� ������� ���� ��� ���� ����

���� �� ���� �������� ������ dψ◦ϕt(x)
dt � ���������

dψ ◦ϕt(x)

dt
= F(ψ(ϕt(x))�

�� ��� ����� ����� ���� ��������� �� ��� �������� ��� �� σ � �� �������

����
dΦt ◦ψ(x)

dt
= F(Φt ◦ψ(x))�

�� ���� ��������� ���� ��� ��������� ψ◦ϕt(x)) ��� Φt ◦ψ(x) �������

��� ���� ����������� ��������� �� ��� ����

dα

dt
= X(α(t))�

���� ��� ���� ������� ��������� Φ0 ◦ ψ(x) = ψ(x) ��� ψ ◦ ϕ0(x) =

ψ(x)� �������� ���� ��� ������� �� ��������� ��� ���������� �����

��������� ���������

ψ ◦ϕt(x) = Φt ◦ψ(x)�

�

6.9.2 Straightening Out Theorem

Proof: ������� �� ��� ������������� ξ = ψ(x)� ���� ���� Dψ(x)f(x) =

F(ψ(x)) �� ����� ������ ��� ������� ������������� x = α(ξ) ���������� ���

��������� Dα(ξ)F(ξ) = f(α(ξ))� ������ ������� f(0) �= 0� ������� �� ���

�������� ������������ �� ��� ��� f1(0) �= 0� ����� ���� ����������� �����

��� ��� �� ��� ������ σ� �� �����

α(ξ) = ϕξ1
(0� ξ2� � � � � ξn)�

�� ��� ���������� �� ��� ��� �� ���� ���� α �� ������ ��� α(0) = 0� ���

����������

Dα(ξ) =

�
∂α

∂ξ1
� � � � �

∂α

∂ξn

�
(ξ)

=

�
∂ϕξ1

(0� ξ2� � � � � ξn)

∂ξ1
� � � � �

∂ϕξ1
(0� ξ2� � � � � ξn)

∂ξn

�
�



������� �� ���������������� ������� ������� ��

���� ��� ξ = 0 �� ���

Dα(0) = [f(0)� e2� � � � � en]�

����� ei ������� ��� i��� ����� ������ �� Rn� ��� �� ��� ���� ���� f1(0) �= 0�

��� ������ Dα(0) ��� ���� n� ��� �� ������ �� ��� ������� �������� ��������

�� � ������������� �� 0 ��� �������� α �� � �������������� �� ����� �� �����

��� ����������� ���������� �� �������

Dα(ξ)F(ξ) = Dα(ξ)e1 =
∂ϕξ1

(0� ξ2� � � � � ξn)

∂ξ1
= f(α(ξ))�

���� ������� ��� ������ �

6.10 Problems and exercises

Exercise 6.1 ���� ���� ��� ������� ������
�

�x = −λy+ xy

�y = λx+ 1
2

�
x2 − y2

� �

x�y ∈ R� λ > 0� �� ������������ ����� ��� ���������� �������� ��� ���� �

����� ���������

Exercise 6.2 ����������� ���� ��� ������� ������
�

�x = x2 − y3

�y = 2x
�
x2 − y

� �

x�y ∈ R� ��� ��� ���� ���������

Exercise 6.3 ���� ��� ���� �������� �� ��� ������� ������
�

�x = y

�y = x− 2x3
�

x�y ∈ R� ��� ���� ��� ����� ���������

Exercise 6.4 ���� ��� ���� �������� ��� ���� � ����� �������� �� ��� ������

���������� ������ �
�x = ax− bxy

�y = −cy+ bxy
�

x�y ∈ R� a�b� c > 0�



������� �� ���������������� ������� ������� ��

Exercise 6.5 ������� ��������� �� ��� ����� (0� 0)T �� ��� ������

�
�x = −y+ x

�
x2 + y2

�
���

�
x2 + y2

�y = x+ y
�
x2 + y2

�
���

�
x2 + y2

�

x�y ∈ R� ����� ��������� ��� ����� ������������

�
x = r ���ϕ

y = r ���ϕ
�
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Chapter 7

Frobenius Theorem

7.1 Vector fields, big adjoint operator

�� ���� ������� �� ����� �� ���� ���� � ���� �� ������� �������

�x = X(x(t)) ��� �y = Y(y(t))� x�y ∈ Rn�

������ �� ������ ������ ����� X�Y ∈ C∞(Rn�Rn)� ���� ���� ϕt(x) ���

Φt(y)� �� ���������� ����� ���� ���� ��� ����������

dϕt(x)

dt
= X(ϕt(x)) ���

dΦt(y)

dt
= Y(Φt(y))�

�������� ��� ��������� ������ �� ��� ������ ���� X �� ��� ������ ���� Y�

��������� ���� �� ������� ����� x �� ������ ��� ��� ���� t ��� ���������� ��

��� ������ ���� X� �� �� ��� ����� ϕt(x)� ����� �� ��� ����� ϕt(x) �� ����

��� ������ ���� Y ��� ���� ��� ��� ���� t ����� ��� ���������� �� ��� ������

���� X� ��� �� ��� �������� ���������� ��� ������ �� ��� ����� x �������� ��

���� ��� ������ ��� ��� ������� ��������

��t
X Y(x) = Dϕ−t(ϕt(x))Y(ϕt(x)) = (Dϕ−tY) (ϕt(x))�

��� ��������� �� ��� �������� ��t
X Y(x) �� ����������� �� ������ ���� �������

���� ��� � ���� ����� x ��� ������� t ��t
X Y(x) ������� � ����� �� ��� �����

Rn� ��� ���������� �� ���� ����� ���������� ��� ��� ������� �� ������ �����

X ��� Y�

[X� Y](x) = ��X Y(x) =
d

dt

����
t=0

��t
X Y(x)�

�� ������� �� ��� ��� ���� ���� ��� ������� ��������� �� ����� �� �������

����� �� ���� ���� ����� ������� ��������� �� ���� ��� ���� ������ ������

��� ��������� ���������� �� ��� �������� �� ��� �� ��������

��



������� �� ��������� ������� ��

x

ϕt(x)

Y(ϕt(x))

D
ϕ−

t
(ϕ

t
(x
))

��t
X Y(x)

������ ���� ��������� �� �������� ��t
X Y(x)

� ��0
X Y(x) = Y(x)�

� ��t+s
X Y(x) = ��t

X ��s
X Y(x)�

�
d
dt ��t

X Y(x) = ��t
X[X� Y](x)�

������ ���� ��� ���� ������� ������� ���� �� ��� ������ ����� X ��� Y ����

����� ���� ����� ��� ������� [X�Y](x) = 0 ���� ��t
X Y(x) = ��0

X Y(x) = Y(x)�

7.2 Lie bracket

��� ��� ���� ���� ��� ��������� �� ��� ��� ������� ���������� �� ��� ������

��� ������� ��������� ���� � ���� ������� ���������� ������ ����� ������������

������

[X� Y](x) = DY(x)X(x)−DX(x)Y(x)�

��� ��������� ���������� �� ��� ��� ������� ��� ������������ �� ��� ������

�����

� [X�X](x) = 0 � �������������

� [Y�X](x) = −[X�Y](x) � �������������

� [[X� Y]�Z](x) + [[Y�Z]�X](x) + [[Z�X]� Y](x) = 0 � ������ ���������

� ��� ��� ������� α�β ∈ R [αX + βY�Z](x) = α[X�Z](x) + β[Y�Z] �

������������



������� �� ��������� ������� ��

�� �� ������ �������� ���� ��� ��� ������� ������� �� � ���� �� ������ �����

������� ������ ����� �� �� ��� �� �������� �� � ���� �� ������� �� ������

������ ���������� ��� ����� ������� �� ������� �� R3� �� ���� ������� ���

������ �������� ������� �� ��� ����������������� �� ��� ��� ������� ����������

�� ��� ����������������� �� ��� ����� ��������� ���� �� �������

[[X� Y]�Z] = [X� [Y�Z]]− [Z� [X�Y]] �= [X� [Y�Z]]�

�� ��� ���� ��������� �� ���������� ���� ������ ������ ����� V(Rn) ����

� ������ ����� ���� R ���� �������� ���� ��� ��� �������� ���������� � ���

�������� ��������� ��� ������ ����� ���� � ������ ���� ��� ������ �����

����� C∞(Rn�R)� ���������� ��� ��� f�g ∈ C∞(Rn�R) ��� ������� [fX�gY] ∈
V∞(Rn)� ��� ����������� �� ���� ������� ������

[fX�gY](x) = f(x)g(x)[X� Y](x) + f(x)LXg(x)Y(x)− g(x)LYf(x)X(x)�

����� ��� ������ LXf ������� ��� ��� ���������� �� ��� �������� f ����

������� �� ��� ������ ���� X ������ �� LXf(x) = df(x)X(x)�

7.3 Lie bracket theorems

���������� ���������� �� ��� ��� ������� ���� �� �������� �� ��� ���������

��� ���������

Theorem 7.3.1 (On Commutation) ������ ����� ������� �� ��� ���� �� ���

����������� �� ����� ���� �� ������������ ����

[X� Y](x) = 0 ⇐⇒ ϕt ◦Φs(x) = Φs ◦ϕt(x)�

Theorem 7.3.2 ������� ���� ϕ : Rn −→ Rn ������ ��� ����������� ������

������ �� ������� ������� ���������� �� ��� ������ ����� X1� Y1 ���

X2� Y2� ���� ����� ����

Dϕ(x)X1(x) = Y1(ϕ(x)) ��� Dϕ(x)X2(x) = Y2(ϕ(x))�

����� ��� ��� �������� �� ������������� ���������� ������ ����� ��� ����

������������� �����������

Dϕ(x)[X1�X2](x) = [Y1� Y2](ϕ(x))�



������� �� ��������� ������� ��

7.4 Simultaneous Straightening Out Theorem

� �������������� �� ��� ������������� ��� ������� ������ �� ������� � ��

��� ������������ ������������� ��� ������� ���� ���� �� ��������� ������

���� ������� ���� � ������ ����������� �� ��� ����� �� ��� �����������

��������� ��������

Theorem 7.4.1 (Simultaneous Straightening Out) ����� � ���������� �� k � 1

������ ����� X1�X2� � � � �Xk ∈ V∞(Rn)� �� ������ ���� ����� ������

����� ��� ����������� �� ��� ����� 0 ∈ Rn� ���� ����[X1(0)�X2(0)� � � � �

Xk(0)] = k� ��� ���� �� � ������������� �� ���� ���� ������� ����

���� ������ [Xi�Xj] = 0� i� j = 1� 2� � � � � k� ���� ����� ��� ����� ������ �

����� ������������� ξ = ψ(x)� ���� ����

Dψ(x)Xi(x) = ei(ψ(x)) = ei� i = 1� 2� � � � �k�

����� ei ∈ Rn ������� ��� i��� ���� ������ ����� �� ����� ������ ���

������������� ψ ������ �� ���������� ��� ��� ��� k ������ ����� ������

���������� ������������ ��� ������������

X1
∼=

LDE
e1� X2

∼=
LDE

e2� � � � �Xk
∼=

LDE
ek�

7.5 Distribution and integral manifold

����� ��� ������ V∞(Rn) �� ������ ����� ���� C∞(Rn�R)� ��� ���������

D = ����
C∞(Rn�R)

{X1�X2� � � � �Xk}

��������� �� � ���������� �� ������ ����� Xi ∈ V∞(Rn)� ����������� ��

��� ����� x ∈ Rn� �� ������ � ������� ����� ������������� �� ����������

�� ��� ����� x� ��� ������������ D ������ � k������������ ������ ��������

D(x) ⊂ Rn� ����� �� ��� ����� �� � ���� �� ���������

x �→ D(x)�

��� k = 1� ��� ������������ D = ����C∞(Rn�R){X1} ��������� �� Rn ��������

����� ������������� �� ��� ������ ������ ���� X1� ��� ������� �� ���������

��� ���������� �������� ��������� ����� ����� ����� ������ � ����� ����

�� ����� ����� �� ������� �� D(x)� ���� �� ���� ��� �������� ����� �� ���

������ ���� X1� ��� � k������������ ������������ � ������� �������������� ��



������� �� ��������� ������� ��

��� �������� ����� �� ��� ������� �� ��� �������� �������� ��������� �� � k�

����������� ����������� �� Rn ���� �� ��� ����� �� ������� �� ��� ��������

D(x)� �������� �� ��� ��������������� ������������� ��� ����� ��� ���������

�� ��������� �� ��� �������� ����� ��� ������ ��������� �� ��� ���� �� k � 2 ���

�������� �������� ������ ������� �� ��� ������� �� ����� ��������� ���������

������ �� �� (n−p)������������ ������ �������� �� ����������� �� Rn� ��

����� ���������� ��� ������ �� Rn ������ �� p ����������� ���������� ��

MD = {x ∈ Rn|f1(x) = 0� f2(x) = 0� � � � � fp(x) = 0}�

����� ��� ��������� fi ��� ������� ��� ������������ �� ��������� �����

���� ����
�
dfT1 (x)�df

T
2 (x)� � � � �dfTp(x)

�
(x) = p� ���� ����� ������������ ����

�� �� ����������� ��� ����� x ∈ MD� � ������������ ���� ��� �� ��������

�������� �� �������� �� �� �����������

7.6 Frobenius Theorem

� ��������� ��� �������� ��������� ��� ��� ��������� �� �� �������� ��������

�� �������� �� ��� ��������� �������� �� �� ��������� ������ ��� �����

������ �� ��������� ��������� ������ �� ����� �������� �� ��� ����������� ��

��� �������� ����������

Theorem 7.6.1 (Frobenius) ��� D = ����C∞(Rn�R){X1�X2� � � � �Xk} ������ � k�

����������� ������������ �� Rn� ����[X1(0)�X2(0)� � � � �Xk(0)] = k� ��

������ ���� ���� ������������ �� ����������� ���� X�Y ∈ D =⇒ [X�Y] ∈ D�

����� �� � ������� ����� ���������� ������

D = ����
C∞(Rn�R)

{e1� e2� � � � � ek}�

������������� ����� ����� ������ ����� Y1� Y2� � � � �Yk ���������� ��� ����

���������� D = ����C∞(Rn�R){Y1� Y2� � � � �Yk}� ��� � ����� �������������

ψ(x) = (ψ1(x)�ψ2(x)� � � � �ψk(x)) ������������� ��� ����� ������ ����� ���

������������� ������� ��� ����� �� � ������������� �� 0 ∈ Rn �����

������ �� �������� �������� �� ��� ������������ D� �� ��������� k� ���

�������� �� ��� ���� n− k ���������� �� ��� ������������� ψ�

MD = {x ∈ Rn|ψk+1(x) = 0�ψk+2(x) = 0� � � � �ψn(x) = 0}�
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7.7 Proofs

7.7.1 Theorem on commutation

Proof: � ������� ���� ϕt ◦Φs(x) = Φs ◦ϕt(x)� �� ��� ��������������

�� ���� ����� ���� ������� �� s �� ���

d

ds
ϕt ◦Φs(x) = Dϕt(Φs(x))

dΦs(x)

ds
=

d

ds
Φs ◦ϕt(x) = Y(Φs ◦ϕt(x))�

����� � ������������ �� s = 0 ��� ϕ−t(x) ������� �� x ��� ����� ���

�������� �������� ����

Dϕt(ϕ−t(x))Y(ϕ−t(x)) = ��−t
X Y(x) = Y(x)�

�������� ����

d

dt

����
t=0

��−t
X Y(x) = [X�Y](x) = 0�

� ���� ��� [X� Y](x) = 0� �� ������������ d
dt ��t

X Y(x) = 0� ����

��t
X Y(x) = Dϕ−t(ϕt(x))Y(ϕt(x)) = Y(x)�

��������� x �� ϕ−t(x) ��� ���� �������� −t �� t ��� �������

Dϕt(x)Y(x) = Y(ϕt(x))�

������ ����������� x ��� ��� ��� Φs(x) �� ��� ������ ���� Y� �� ���

���� ��

Dϕt(Φs(x))Y(Φs(x)) = Y(ϕt(Φs(x)))�

���� �� ����� ������

d

ds
ϕt ◦Φs(x) = Y(ϕt ◦Φs(x)))�

�������� �� ��������� �� ��� ��� �� ��� ������ ���� Y� �� ������� ����

d

ds
Φs ◦ϕt(x) = Y(Φs ◦ϕt(x))�

��� ���� ��� ���������� �������� ���� ϕt ◦Φs(x) ��� Φs ◦ϕt(x) �������

��� ���� ����������� �������� ���� ��� ���� ������� ��������� ϕt ◦
Φs(x)|s=0 = ϕt(x) = Φs ◦ ϕt(x)|s=0� ���������� �� ��� ������� ��

��������� ��� ���������� �� ���� ��

ϕt ◦Φs(x) = Φs ◦ϕt(x)�

���� ������ �� �������������

�
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7.7.2 Simultaneous Straightening Out Theorem

Proof: ��� � ����� �� ����� ������ � ������������� x = α(ξ)� ���� ����

Dα(ξ)ei = Xi(α(ξ)) ��� i = 1� 2� � � � � k� ��� ������������ ���� �� ������

������� �� � ������������� �� 0 ∈ Rn� ������� ��� ���� �� ���������� �� ���

������ ���� ��� ���� ��������� ����[X1(0)�X2(0)� � � � �Xk(0)] = k ����� ���

���������� �� ��� ���� k ���� �� ��� ������ [X1(0)�X2(0)� � � � �Xk(0)]� ��

������� �� ��� ��� ��������� ��������

α(ξ) = ϕ1ξ1
◦ϕ2ξ2

◦ · · · ◦ϕkξk
(0� 0� � � � � ξk+1� � � � � ξn)�

�� ��������� ��� �������� α �� ������ ��� ���� ���� α(0) = 0� �����

������� ��� ����������

Dα(ξ) =

�
d

dξ1
ϕ1ξ1

(ϕ2ξ2
◦ · · · ◦ϕkξk

(0� 0� � � � � ξk+1� � � � � ξn))�

Dϕ1ξ1
(ϕ2ξ2

◦ · · · ◦ϕkξk
(0� 0� � � � � ξk+1� � � � � ξn))

d

dξ2
(ϕ2ξ2

(ϕ3ξ3
◦ · · · ◦ϕkξk

(0� 0� � � � � ξk+1� � � � � ξn))� � � � �

Dϕ1ξ1
◦ϕ2ξ2

◦ · · · ◦ϕkξk
(0� 0� � � � � ξk+1� � � � � ξn)ek+1� � � � �

Dϕ1ξ1
◦ϕ2ξ2

◦ · · · ◦ϕkξk
(0� 0� � � � � ξk+1� � � � � ξn)en

�
�

�� �������� �� ���� ���������� ������ �� �� �������� ����

d

dξ1
ϕ1ξ1

(ϕ2ξ2
◦ · · · ◦ϕkξk

(0� 0� � � � � ξk+1� � � � � ξn)) = X1(α(ξ))�

Dϕ1ξ1
(ϕ2ξ2

◦ · · · ◦ϕkξk
(0� 0� � � � � ξk+1� � � � � ξn))

d

dξ2
(ϕ2ξ2

(ϕ3ξ3
◦ · · · ◦ϕkξk

(0� 0� � � � � ξk+1� � � � � ξn))

= Dϕ1ξ1
(ϕ1−ξ1

(α(ξ)))X2(ϕ1−ξ1
(α(ξ))) = ��−ξ1

X1
X2(α(ξ))�

��� ��������� ��� ������� ����������� ���� �� ������ �� ��� ���������� ���

������ ����� �������� �� [X1�X2](x) = 0� ��������

��−ξ1

X1
X2(α(ξ)) = X2(α(ξ))�

���� �� ���� ��� �� ���� ����� ����

Dα(ξ) = [X1(α(ξ))�X2(α(ξ))� � � � �Xk(α(ξ))� ∗� · · · � ∗] �



������� �� ��������� ������� ��

����� ��������� ����� ��� ��� ������� ���� �� �� ���� �� ����� �� ��� �����

0 �� ����

Dα(0) = [X1(0)�X2(0)� � � � �Xk(0)� ek+1� � � � � en] �

������� ����Dα(0) = n� α �� � ����� ������������� ������ 0� ��������

����� ��� ����� i = 1� 2� � � � �k� �� ������� ����

Dα(ξ)ei = Xi(α(ξ))�

��������� ��� ������ ����� X1�X2� � � � �Xk ���� ���� ������������ ��� ������

���������� �

7.7.3 Frobenius Theorem

Proof: ������� ���� ��� ����� k× k ���������� �� ��� ������

[X1(x)�X2(x)� � � � �Xk(x)] =

�
P(x)

Q(x)

�

��� ���� k �� � ������������� �� 0 ∈ Rn� �� ���������� ������ ����������

���� ����� �� ���� �������� �� ��� ������ P−1(x) �� ������ ��� ����������

Y1� Y2� � � � � Yk �� ��� ������������ D� �� ��� ����

Yi(x) =

�
ei
∗

�
�

����� ei ∈ Rk �� ��� i��� ���� ������ ��� ∗ ���������� ��� ��������� n− k

���������� �� ��� ������ ����� �� ����� ���� ���� ����� ��� ����������

�������� �� ���� ��������� �� ���� �� ������� ��� ��� �������

[Yi� Yj](x) = DYj(x)Yi(x)−DYi(x)Yj(x)

=

�
0

∗

��
ei
∗

�
−

�
0

∗

��
ej
∗

�
=

�
0

∗

�
�

�� ��� ������������ �� ��� ������������ D ��� ������� [Yi� Yj] ∈ D� ����

����� ����

[Yi� Yj](x) =

k�

r=1

αr(x)Yr(x) =
�
0
�

�

���� ��� ��� ��������� ��������� αi(x) = 0 �� ���� �� [Yi� Yj](x) = 0� �� ���

���� �� ��� ���������� �������� �������� ��� ������������ �������������



������� �� ��������� ������� ��

��� ������� �� ��������� ��� ��������� �� � ����� ������������� ψ(x) =

(ψ1(x)�ψ2(x)� � � � � ψn(x))� ���� ����

Dψ(x)Yj(x) = ej� j = 1� 2� � � � �k�

���� ������� �� �� ����� ��� ��������� �� �� �������� ��������� ���

Xi(x) =

k�

j=1

γij(x)Yj(x)

������� ��� ������ ���� Xi �� ����� �� ��� ����������� �� ����������� ����

����� �� Dψ(x)� ��� ���� ���������� ��� ���� �� ������ ����� Yj� �� ������

Dψ(x)Xi(x) =

k�

j=1

γij(x)Dψ(x)Yj(x) =

k�

j=1

γij(x)ej =

�∗
0

�
�

����� 0 ������ �� ��� ���� n− k ������������ �����

Dψ(x)Xi(x) =




Dψ1(x)Xi(x)
���

Dψk+1(x)Xi(x)
���

Dψn(x)Xi(x)




�

�� ������� ����

Dψk+1(x)Xi(x) = 0� � � � �Dψn(x)Xi(x) = 0�

����������� ��� ������������ D ������� �� �� ������� �� ��� ��������

MD = {x ∈ Rn|ψk+1(x) = 0� � � � �ψn(x) = 0}

����� ��� �������� ��������� ��� ������� ��� ���� ������� �

7.8 Problems and exercises

Exercise 7.1 ������ ��� ������� ��� ��� ��� ������� �� ������ �����

[X� Y](x) =
d

dt

����
t=0

��t
X Y(x) = DY(x)X(x)−DX(x)Y(x)�

Exercise 7.2 ����� ��� ������� ������ ����� ���� ���� ��� ����� ���� ����

�� ����� �� ��� ���� ���� ����� ��� ������� ���� DYi ◦ϕDϕ = D(Yi ◦ϕ)�



������� �� ��������� ������� ��

Exercise 7.3 ���� ���� ��� ����� �������� f ∈ C∞(Rn�R)� ����� �����

L[X�Y]f = LX(LYf)− LY(LXf)�

Exercise 7.4 ������ ��� �� ��� �������� [fX�gY] = fg[X�Y]+ fLXgY−gLYfX

���� ���� ��� ������������ D = ����C∞(Rn�R){X1(x)�X2(x)� � � � �Xk(x)} ��

���������� �� ��� ���� �� [Xi�Xj] ∈ D ��� i� j = 1� 2� � � � � k�

Exercise 7.5 ����� ������������ �� ��� ��������������

��

D1 = ����
C∞(Rn�R)








1

x2
0


 �



0

1

0







��

D1 = ����
C∞(Rn�R)








��� x3
��� x3
0


 �



0

0

1







��

D1 = ����
C∞(Rn�R)








��� x3
��� x3
1

0

1




�




0

0

−1

1

0




�




− ��� x3
��� x3

0

0

0




�




��� x3
��� x3
0

0

0







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Chapter 8

Control systems

� ������� ������ �� ����������� �� � ������ �� �������� ����������� ���������

��������� �� � ������� ��������

�
�x = f(x(t)�u(t))

y(t) = h(x(t))
� �����

����� x ∈ Rn� u ∈ Rm� y ∈ Rp ������� ������������� ��� ������ ��� ��������

��� ��� ������ ��������� �� ����� ������ ���� ��� ������ �� ������� ��

��� �������� f ∈ C∞(Rn × Rm�Rn) ���������� ��� �������� �������� ���

���� ��� ������ �������� h ∈ C∞(Rn�Rp)� �������� �� ���� m � n ���

p � n� ������ ���� ���� ���� ������� u(t)� ��� ������� ������ ������� �

�������������� ������� ������ �� �������� ����������� ���������� �� ���

���� �
�x = f(x(t)�u(t)) = �f(x(t)� t)

y(t) = h(x(t))
�

������ ���� ������� ��� ��������� ��� ���������� ������� ��� ������� ���

��������� �������� ���������� ����� ����� ��� ���������� x(t) �� ��� ������

����� ������

� ��� �������� �f(x� t) ������� ������������ �� ���� t�

� ��� �������� �f(x� t) �������� ��� ��������� ��������� ���� ������� �� x�

� ��� �������� �f(x0� t) �� ������� ���� ������� �� t�

������� ���� ��� ��������� �������� ������� ���� ��� ���������� �� ��� �����

���� f(x�u)� ����� ��� ��������� ���������� ���� ������ ���� ��� ����������

��� ����������� �� ������� ��������� u(t)� ��� ������� ��������� ���� ��

��



������� �� ������� ������� ��

t

u(t)

������ ���� ��������� ���������� ��������

t

u(t)

������ ���� ��������� �������� ��������

������ �������� �� �� ��������� � ����� ����������� ������� �� ��� ������

����� ������� �� �� ��������� ��� ��������� ��� ���������� �� ��� ����������

x(t)� ���������� � ����� ����� �� ���������� ������� �� ��� ����� �� ����������

��� ������� ��������� �� ����� ��� ���� ���������� ��� ���� ��������� ����

����� ������� ��� ��������� ���������� ������� ��� ���� �������� ���������

��� ��������� �������� ��������� �������� ���� ���� ����� �� ������� ���

��� ����

8.1 Control affine and driftless systems

�� ��������� �������� �� ������� ������� �� ����������� �� ������� ����

������� ��������� �� ��� ��������� ���������





�x = f(x(t)) + g(x(t))u(t)) = f(x(t)) +

m�

i=1

gi(x(t))ui(t)

y(t) = h(x(t))

� �����

��� ������� �� ��� ������ g(x) ��� ������ �� ������ ����� g1(x)� � � � �gm(x)�

��� ������ ����� ��������� �� ����� ��� ������� ������� ����� ���� ���

�������� ��� ��������� ���� u = 0� ��� �������� ��������� �� ����������



������� �� ������� ������� ��

�� ��� ������ ���� f(x)� �� �� ������ � ����� ������ ���� �� ���� � ������ ���

����������� �� ������� ���� ������� ������� ���� ������� �������� �����

� ���� ������� �������� ��������� ����� ���� ���������� ��������� ���

���� ��� ���� �����

� �� ���� ���� ��� �������� �� ��� ������ ����� ��� �������������� �����

����������� � ��� ����� �������� (x�u) ∈ Rn+m� ��� ���� � �������

���� ������

�
�x

�u

�
=

�
f(x(t)�u(t))

0

�
+

�
0

Im

�
v(t)�

����� ������� �������� �� v = �u�

� ��� u ����� �� ���� ��� ��� ������ ��� ����� ���� ���� �� ��� ������

����� �� ��� ������ ������

f(x�u) = f(x� 0) +
∂f(x� 0)

∂u
u+O

�
x� ||u||2

�
�

���� �������� ���� ��� ������� ���� ������ ����� �� � ������ ��������

������ �� ��� ������ ����� ��� ����� ������ �� ���������

� ������ ������� ������

�
�x = Ax(t) + Bu(t)

y(t) = Cx(t)

�� ������� �����

�� �� ��� ������� ���� ������ ��� ����� f(x) �� ������� ��� ��������� �����

���� ��� ����





�x = g(x(t))u(t)) =

m�

i=1

gi(x(t))ui(t)

y(t) = h(x(t))

� �����

��� ���������� �� ��������� ������� �� ���� � ����������� �� ��� ���� ����

���� ��������� ��� ���������� �� ������������� �������� ���� ��� �������

������ �������
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8.2 Differentiation of the end-point map

�������� ��� ������� ������ ������ ������ ��

x(t) = ϕx�t(u)�
dϕx�t(u)

dt
= f(ϕx�t(u)�u(t))�

��� ���������� �� ���� ������ ���� ��� ������� ����� x� ������� �� � �������

u� ������ ���� ��� ���� ���� T � �� ��� ����� � �������� ���T : (x�u) �→
x(T) = ϕx�T (u) ������ ��� ��������� ��� �� ��� ������� ����� �����������

����������� ������� �� ��� ������� ������ �� ��� �� ������ ���� ��� ����

����� ��� �� ������������� ���� ������� �� ��� ������� ����� ��� ��� �������

��������� �� ���� ��� �� ������� ���� ����� ������������

� ��� ��� t ∈ R� y ∈ Rn �� �� ���� ����

∂ϕx�t(u)

∂x
y = ξ(t) =

d

dα

����
α=0

ϕx+αy�t(u)�

��� ���� ����������

�ξ =
d

dt

d

dα

����
α=0

ϕx+αy�t(u) =
d

dα

����
α=0

d

dt
ϕx+αy�t(u)

=
d

dα

����
α=0

f(ϕx+αy�t(u)�u(t)) =
∂f(x(t)�u(t))

∂x
ξ(t) = A(t)ξ(t)�

����� ������� ��� �������� �ξ = A(t)ξ(t) ���� ��� ������� ���������

ξ(0) = y ��� �������

∂ ���T (x�u)

∂x
y = ξ(T) = Φ(T � 0)y�

����� Φ(t� s) �� ��� ����������� ������ �� ��� ����������� ��������
�ξ = A(t)ξ(t)�

� ������������ ���� �������������� ���� ������� �� ��� ������� ���������

��� t ∈ R ��� �� ���������� ������� v� ��� �������� �

∂ϕx�t(u)

∂u
v = ζ(t) =

d

dα
|α=0ϕx�t(u+ αv)�

����� ��� ���� �������������� ������� ��

�ζ =
d

dt

d

dα

����
α=0

ϕx�t(u+ αv) =
d

dα

����
α=0

d

dt
ϕx�t(u+ αv)

=
d

dα

����
α=0

f(ϕx�t(u+ αv)�u(t) + αv(t))

=
∂f(x(t)�u(t))

∂x
ζ(t) +

∂f(x(t)�u(t))

∂u
v(t) = A(t)ζ(t) + B(t)v(t)�



������� �� ������� ������� ��

�������� �� ����� �� ��� ��� ���������� �� ��� ��������� ���� �� ����

�� ����� ��� �������� �ζ = A(t)ζ + B(t)v(t) ���� ��� ������� ���������

ζ(0) = 0� ��� ����������

∂ ���T (x�u)

∂u
v = ζ(T) =

�T

0

Φ(T � t)B(t)v(t)dt�

8.3 Accessibility and controllability

��� σ ������ � ������� ���� ������ ����� ���� ��������� �������� ����������

�������� �� ��� ����

uk =
��

u1� t1
�

�
�
u2� t2

�
� � � � �

�
uk� tk

��
�

��� � ������� k ∈ N ��� ui ∈ Rm� �� ����������� �� ���� � ������� �����

���� ���� ��� ���� �������� t1 ��� ������ �� ���������� �� u1� ����� ���

��� ���� t2 � �������� ������� u2 ���� �� �������� ����� ������ � ��������

������� uk ���� �� ��� ������ ��� ��� ���� tk� ����� ��� ����������� ��

���� � ������� �� ��� � �������� ���������� ���� �������� �� � ������� ��

��� ���������� �� ��� ������ ���� f(x) + g(x)u1 �������� �� � ������� �� ���

���������� �� f(x) + g(x)u2 ���� �� ��� ��� ���� ��� ������ �� ��� ������

σ �� ���������� �� � ������ �� ���������� ������ �����

Fσ = {f+ gu|u ∈ Rm} �

�� �������� ����� ��� ������� uk� ��� ������ �� σ �� ������ �� ������

����� Xi(x) = f(x) + g(x)ui ������ ���� ���� ��������� ti� ��� i = 1� 2� � � � � k�

������� ���� ϕi�t(x) ������� ��� ��� �� ��� ������ ���� Xi(x)� ��� ��� x0 ��

�� ������� ������ ����� ����� �� �� ��� ������� uk� ����� ��� ����
�k

i=1 ti�

������ σ ���� �� ����������� ���� x0 �� ��� ���� �����

x = ϕk�tk ◦ϕk−1�tk−1
◦ · · ·ϕ1�t1(x0)�

�������� ������� ��������� �������� �������� uk� ��� ������� k� ��� �������

� ��� �� ������ ��������� �� ��� ������ σ ���� ��� ����� x0 �� ��� ����

������� t�

Rσ(x0� t) =

�
ϕk�tk ◦ϕk−1�tk−1

◦ · · ·ϕ1�t1(x0)|ti � 0�

k�

i=1

ti = t� k � 0

�
�

��� ��������� ��� ���� ��� ����� x0 �� ��� ���� ������� �� ��� ���

Rσ(x0) =
�

t�0

Rσ(x0� t)�



������� �� ������� ������� ��

Rσ(x0)
x0

Rσ(x0)
x0

�� ��

Rσ
(x0

)

x0

��

������ ���� ������������� ��������� ��� �� ���� �� ��

Rσ(x0)
x0

��

Rσ(x0)
x0

��

x0 /∈ intRσ(x0) x0 ∈ intRσ(x0)

������ ���� ����� ���������������� �� ��� �� ���

��� ��������� ��� ������ �� ��������� ������� �������������������� ���������

�������� ������

Definition 8.3.1 ��� ������ σ �� ������ ������������ ���� ��� ����� x0 ��

Rσ(x0) = Rn� ��� ������������ �� Rσ(x0) = Rn ��� ����� x0�

������� ��� ������� �� ��������������� � ������ ������� �� ������������� ��

�����

Definition 8.3.2 ��� ������ σ ��� ��� ������������� �������� ���� ��� �����

x0 �� ��� ��������� ��� ���� x0 ��� ��������� ��������� ���Rσ(x0) �= ∅�
��� ������ ��� ��� ������������� �������� �� ���Rσ(x0) �= ∅ ��� ����� x0�

�� ������ ���� ��� �������� �� � ��� �� ��� ������� ���� ��� ��������� �� ����

���� ������ ��� ����������� ��� ������� �� ��������������

������������ �� � ������ ��� ��� ������������� �������� ���� � ����� x0�

���� �� �� �������� �� ���� ���� x0 �� � ������ ���� ����� ��� ������ �����

���� �� ��� ��������� �� ��� ����� ����� Rn� ���� ��� ����� x0 ������ ����

�� ��������������� ������ ��� ��� �� ��������� ��� ����� ������� ����

������� �� ������� ���� ������ �� ��� ����� ����������������

Definition 8.3.3 ��� ������ σ �� ������� ������������ ���� ��� ����� x0 ��

x0 ∈ ���Rσ(x0)� ��� ������� ������������ �� x0 ∈ ���Rσ(x0) ��� ����� x0
���� ������ �����
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8.4 Controllability theorems

�� ����� �� ��������� ���� ��������������� ����������� �� �� ������������ ��

������� ��� ��� ������� �������� ��t
X Y(x) = Dϕ−t(ϕt(x))Y(ϕt(x))� ��� ���

����� ������� �������� ��X Y(x) = [X�Y](x)� ������ �� ��� �������� ��������

�� ��� ������ σ �� ������ ��� �������������

Dσ = ���Fσ
|Fσ� ��� dσ = ���Fσ

|Fσ� �

������ �� ��� �������� ������������� ���������� ��� ������ Fσ �� ������ �����

���������� ���� ��� ������ σ� ���� ������ ���� ������� �� ��� ���������

�� ��� ��� ��� Dσ ��� ��������� ����� ���� Fσ ⊂ Dσ� ��� ��� �����

X ∈ Fσ� Y ∈ Dσ� ��� ������ ���� ��t
X Y ∈ Dσ �� ��� ���� ������� t� ���

����������� ��� dσ� �� �� ������ ������� ���� dσ ⊂ Dσ� ��� ��������� �������

�� ��������������� ��� �� ������ �� ����� �� ��� ���������� ��������������

Theorem 8.4.1 (Chow-Sussmann-Krener) ��� ������� ���� ������ σ ��� ���

������������� �������� �� ��� ���� ��

Dσ = V∞(Rn)�

Theorem 8.4.2 (Chow-Lobry-Krener) �� dσ = V∞(Rn) ���� ��� ������ σ ���

��� ������������� ���������

�� ���� ����� �������� ��� ������ ����� Fσ ��� �� �������� �� Fσ =

{f�g1�g2� � � � �gm}� ��� �������� ��������� ��� ��� ������������� ��������

��� �� ������������ ��������� �� ��� �� ������ ��� ������� ���� ������

���� ������� �� ���� ���� �� ���� �� ����� ��� ��� ������� Lσ ����������

���� ��� ������ σ �� ��� �������� ��� ������� ���� �������� ��� ������ �����

Fσ� ����� �� ���� ��� ���������

Theorem 8.4.3 �� �� ��� ����� x ∈ Rn

���Lσ(x) = n

���� ��� ������ σ ��� ��� ������������� ���������

�� ������� ���� ��� ��������� ������� ����� ��� ����� �������� ������� ������

����� ��� ���������������� ������

Theorem 8.4.4 � � ��������� ������� ������ �� ������������ �� ��� ����

�� Dσ = V∞(Rn)�

� �� dσ = V∞(Rn) ���� ��� ��������� ������ �� �������������

� �� ���Lσ(x) = n ���� ��� ��������� ������ �� �������������
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8.5 Checking controllability

� ���������� ���� ��� �� ����� ���� ��� ����� �� ��������������� �� �������

��� ������� ������� ������������ ����� �� ���� ������� ��������� ��� ����

������ ��������������� ���������� ��� ��� ������ ��� ������� ���� �������

���� ������ ��������� �������� ���� ������� �� ��� ������������� ���������

����� �� ����� ��� ��������� �� � ��� ������� ������ ���� ���������������

��� �� ����������� ������ �������� �� ���� ��� ������������� ���������

� ��� (x0�u0) ������ ��� ����������� ����� �� ��� ������� ������ ������

���� ����� ���� f(x0�u0) = 0� �� ��� ��� ������ ������������� ��

��� ������ �� ���� �����

f(x�u) = f(x0�u0) +
∂f(x0�u0)

∂x
(x− x0) +

∂f(x0�u0)

∂u
(u− u0)

+O(||x− x0||
2� ||u− u0||

2)

��� ��� A =
∂f(x0�u0)

∂x ��� B =
∂f(x0�u0)

∂u � �� ���� �� ξ = x − x0�

v = u− u0� ��� ��������� ������� ������

Theorem 8.5.1 �� ��� ������ ������

�ξ = Aξ(t) + Bv(t)

�� ������������ ��������� ��� ������ ���������� ���� ��� ���������

������ ����� �� ������� ������������ ���� ��� ����� x0�

� ��� ��������� ������ ����� ���� ��� ��� ������������� �������� �� ����

����������

� �� ��� ����� ������ ���� f(x) �� � ������� ���� ������� ���� ��� ���

ϕt(x)� �� ������� ������ ���� ��� ������� ���� ������ ������ ��� ���

����������� �������� �� ������������� �� ������ ���� � ������ ���� X(x)

�� ������� ������ �� ����� ������ � ����� ������ D ⊂ Rn� ���� ����

(∀x ∈ D)(∀D ⊃ U � x)(∀T > 0)(∃t1� t2 � T)

(ϕt1(x) ∈ U ��� ϕ−t2(x) ∈ U)�

�� ������� �� � ������� ������ ������ �� �� �����������

��� ��� ����� ��������������� ����� ������ � �������� ��������� �����������

�� ��������� ����� �� ����� ���� ��������� �� ��� ���� �������� ��� �������

����� �������� ��� � ������

�x = f(x(t)) + g(x(t))u� x ∈ Rn� u ∈ R�



������� �� ������� ������� ��

�� ������ ���� ��� ����������� ����� (x0� 0)� �� ��������� � ������ �� ����

����������

S1(f�g) = ����
C∞(Rn�R)

�
g� ��f g� � � � � ��i

f g� � � �
�

�

S2(f�g) = S1(f�g) + ����
C∞(Rn�R)

��
��i1

f g� ��i2
f g

����
i1�i2�0

�
�

���

Sk(f�g) = Sk−1(f�g)

+ ����C∞(Rn�R)

��
��i1

f g�
�
��i2

f g� � � �
�
��

ik−1

f g� ��ik
f g

�
� � �
�����

i1�i2����ik�0

�
�

����� ��i+1
f g =

�
f� ��i

f g
�
� �� �� ���� �� ������� ���� � �������������� �������

�� ��� ������������ Si(f�g) �� ���� ��� ������� ������ ���� g ������� �� �� i

������ �� ����� �� ����� ������������� ��� �������� ��������� ��� �� ������

�� ��� ��������� ����

Theorem 8.5.2 (Sussmann’s Controllability Condition) ������� ���� ��� � ����

���� ������� k

Sk(f�g)(x0) = Rn

��� ����� ��� ��� ��� ������ j � k�

Sj(f�g)(x0) = Sj+1(f�g)(x0)�

����� ��� ������� ���� ������ �� ������� ������������ ���� ��� ����� x0�

��� ������ ��������� �� ������� ����� ����� ���� ��� ���������� �� ������

�� ��� ����� x0 ��������� �� ��� ������������ Sk(f�g) ���� ������� �� ����

������ �� ����������� �� ��� ������ ���� g ������ �� �������� �� �� ����

������� �� 1 ������ �� ����������� �� g� ��� ��� �������� ���������� ��

���� ������ �� ��� ������ ���� g ��� ������ ��� ���� ��� ���������� �� ��

������ ������� ���� �� ��� ���� ��������� �� ������� ����� ����� ��� k = 1�

���� ��� ����� ��������������� ������� ���� ��� ��������������� �� ��� ������

������������� �� ��� �������

8.6 Examples

Example 8.6.1 ����� ������� ��� ��������������� �� ��� ������� ���� ����

���

σ :

�
�x1 = u

�x2 = 1



������� �� ������� ������� ��

x1

x2

t
Rσ(0� t)

������ ���� ��������� ���� Rσ(0� t) ��� Rσ(0)

���� ������ ����� f(x) = (0� 1)T ��� g(x) = (1� 0)T � u ∈ R� ���� ��� �����

x0 = (0� 0)T � ��� �������� ��������� ����� ����

x2 =
1

u
x1�

��� ������ ��������� ���� x0 ���� ������ ���� ��� �� ��� ���� �������

��� ���� x0� ������� �� ��� ����� ���������� �� ��� ���������� �������

������� ��� ������ ����� ��� x2����� ����������� �� ���� �������� u = 0�

��� ��� ������ ����� x1 �� ��� �������� �� ���� ���������� �� ����

Rσ(x0) ⊂ R2
+� �� ������ �� ��������� ��� ������ ��� ��� �������������

�������� ���� x0� ������� �� �� ������� ������������ ���� ����� �� ���

����� ���������� ��� ��� ��������� �� ����� ��� ������� ������������ ����

x0 �x0 ���� ��� ������ �� ��� �������� �� ��� ��� Rσ(x0)��

Example 8.6.2 �������� � ������� ���� ������

σ :





�x1 = u1

�x2 = u2

�x3 = u1x2

�

��� ������� �� ���������� ���� ��� ������ ����� g1(x) = (1� 0� x2)
T ���

g2(x) = (0� 1� 0)T � ��� ����������� ����� �� ����� �� x0 = 0� u0 = 0� ��

����� ���� ��������� ��� ������ �������������

�ξ = Aξ(t) + Bv(t)

�� ��� ������ σ �� ��� ����������� ������ ���� ����� A = 0 ��� B =

[g1(0)�g2(0)] =
�
1 0
0 1
0 0

�
� �� �� ������� ���� ��� ������ ������������� ����



������� �� ������� ������� ��

��� ������� ��� ������ ���������� ��������� �� �� ��� ������������� ��

������� ���� �� ������ ��� ��� ������ ������������� �� ������ ����

������������ �� ���� ������� ���� ���������� �� ��� �� ����� ���� ���

��� ��������� ������� ������ ���� m < n ��� ��� ������ ����������

���� ��������������� ��� �� ��� ����� ��� ��� ������� ���� ����������

�� ���� Fσ = {g1�g2}� ��� ��� ��� ������� �� ��� ������ Lσ ����

����� ��� ������ ����� g1�g2�g12 = [g1�g2]� � � �� �� ������� g12(x) =

Dg2(x)g1(x)−Dg1(x)g2(x) =
∂g1(x)
∂x2

= (0� 0�−1)T � ������ ��

���Lσ(x) = ����



1 0 0

0 1 0

0 0 −1


 = 3�

��� ������ σ �� �������������

Example 8.6.3 ��� �������� ��� ������� ���� ������

σ :





�x1 = u1

�x2 = u2

�x3 = x1 + u1x2

�

���� ������� ���� ��� �������� ������ ����� ������ ��� ����� ������ ����

f(x) = (0� 0� x1)
T � ��� ������� ������ ����� g1 ��� g2 ������ ����������

��� ����������� ����� �� �� x0 = 0� u0 = 0� ��� ������ �������������

�� ���� �����
�ξ = Aξ(t) + Bv(t)�

�� ���������� �� �������� A = Df(0) =



0 0 0

0 0 0

1 0 0


 ��� B =



1 0

0 1

0 0


� ���

������ ������

Ω =
�
B�AB�A2B

�
= [I3� ∗]

��� ���� 3� ��������� ��� ������ ������������� �� ������������� ��� ���

������ σ �� ������� ������������ ���� ��� ����������� ������ ����� �����

����� ������ ����� ��� ����� �� ���� Fσ = {f�g1�g2} ⊂ Lσ� ��� ��� ���

����� ���� �������� ��� ������ ���� adfg1(x) = Dg1(x)f(x)−Df(x)g1(x) =

(0� 0�−1)T ���� ����� ��� ���� �� �� ���������

���Lσ(x) = ����



1 0 0

0 1 0

x2 0 −1


 = 3�

��������� ��� ������ σ ��� ��� ������������� ���������



������� �� ������� ������� ��

Example 8.6.4 �� ��� ���������� ������� �� ����� ����� ��� ������� ����

������ �� ��� ������

σ :

�
�x1 = x2

�x2 = −x1 +
�
1+ x21

�
u

���� ������ ����� f(x) = (x2� x1)
T ��� g(x) =

�
0� 1+ x21

�T
� ��� �����������

����� �� ��� x0 = 0 ��� u0 = 0� ����� ��� ������ ������������� �� �����

��
�ξ = Aξ(t) + Bv(t)�

����� A =

�
0 1

−1 0

�
��� B =

�
0

1

�
� ��� ������ ������ Ω = [B�AB] =

�
0 1

1 0

�
��� ���� 2� �� ��� ������ σ �� ������� ������������ ���� ���

����������� ������ ��� ������ �� ������ ����� Fσ = {f�g} ⊂ Lσ� ���

������ ��� ��� ������� Lσ �� ��� ������ ���� �������� ��� ������ ����

��f g(x) =
�
−
�
1+ x21

�
� 2x1x2

�T
� ��� ����

���Lσ(x) = ����

�
0 −

�
1+ x21

�

1+ x21 2x1x2

�
= 2�

������ ���� ��� ������ σ ��� ��� ������������� ��������� ���� ���� �����

����� �� ��� ����� ������ ���� f(x)� ��� ������� ������ ������ �� ����

������ ���� ������� ��� ���� �

�
�x1 = x2

�x2 = −x1
�

�� �� ��� ���� �� ����� ���� ���� �� �� ����������� ������ ����� ������

��� ������� x21 + x22 = C� ���� ����� ���� ��� ����� ������ ���� �� ������

������� �� ����������� �� ������ ���� �� ���� ���� ��� ������������� ��������

������� ��� ��������������� �� ��� ������ σ�

Example 8.6.5 ����������� �� ����� ������ ����� ��������������� ����� ���

���������� ���������� �� ���� ��������� �� ���� ��� ������� ���� ����

���

σ :

�
�x1 = x32

�x2 = u
�

����� ������ ����� ��� f(x) =
�
x32� 0

�T
��� g(x) = (0� 1)T � ���� ������

��� ��� ����������� ����� ��� x0 = 0 ��� u0 = 0� ����� �� ������� ���



������� �� ������� ������� ��

x2

x1

U
x

������ ���� ������� ���������

������������

S1(f�g) = ����
�
g� ��f g� � � � � ��j

f g� � � �
�

�

������� ��f g(x) =
�
−3x22� 0

�T
��� ��� j � 2 ��f g

j(x)g = 0� �� ���

S1(f�g)(0) = ����

��
0

1

��
�

����� �� ���

S2(f�g) = S1(f�g) + ����

��
��j

f g� ��k
f g

����
j�k�0

�
�

��� ������� [g� ��f g] (x) = (−6x2� 0)T � ������� ��� ��������� ���������

�� ����� ��� ������ ���� g ������� ����� ��� ����� �� ����� ���� ������

S2(f�g)(0) = ����

��
0

1

��
= S1(f�g)(0)�

���������� ��� ������������ �� ��� ��� ������������

S3(f�g) = S2(f�g) + ����

��
��j

f g�
�
��k

f g� ��l
f g
�����

j�k�l�0

�
�

���� ������ ���� ������������� ����
�
g�
�
g� ��g

f

��
(x) = (−6� 0)T � �� ���

����

S3(f�g)(0) = ����

��
0

1

�
�

�
−6

0

��
= R2�



������� �� ������� ������� ��

���� ����������� �� ���� �� ��� ���� ���� S2(f�g)(0) = S1(f�g)(0) ���

���� �� �� ��������� �� ��� ����� �� ��� ���������� ��������� ��� �����

��������������� �� ��� ������ σ ���� ��� ����� 0�

8.7 Problems and exercises

Exercise 8.1 ��� ��� ������ ������� ������

�x = Ax+ Bu�

x ∈ Rn� u ∈ Rm� ���� ���� ��� ������������� �������� ������� ����������������

Exercise 8.2 ��� ��� ������� ���� ������

�
�x1 = u

�x2 = x21

����� ��� ������������ dσ� ��� ������� ��� ������������� ��������� ��������

��������� ��� ����� ��������������� �� ��� ������ �� ��� ����� (0� 0)T �

Exercise 8.3 ������� ��� ������������� �������� �� ��� ���������� ����� �����

����� �a�b� c�d � �������� �����������





�x1 = ax2x3 + bu

�x2 = −ax1x3 + cu

�x3 = du

�

Exercise 8.4 ������ ��� �� ��� ������ �� ��� �������� ��� ����� ���������������

�� ��� ���������� ����� ����������

Exercise 8.5 ����� ��� ��������������� �� ��� ���������� ����������





�x1 = u1

�x2 = u2

�x3 = x1u2 − x2u1

�
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Chapter 9

Equivalence of control systems

9.1 State space and feedback equivalence

��� ��� ��������� ��� ������������ ������� �� �����

σ : �x = f(x(t)) + g(x(t))u(t) =
�m

i=1 gi(x(t))ui(t)�

σ � : �ξ = F(ξ(t)) +G(ξ(t))v(t) =
�m

i=1Gi(x(t))vi(t)�

����� x� ξ ∈ Rn� u� v ∈ Rm� ��� ��� ��� ������ ����� ��� ������� ���������

�� �� ��� ���� �� ������� �������� �� ����� ����� �� ����������� �� �������

�������� ����� ��� ��� �������� �� ���� �� ������������ ��� ����� �����

������������ ������ S������������� ��� ��� �������� ����������� ���� ���� ��

�������� �� �� F�������������

Definition 9.1.1 ������� ���� u = v� ��� ������� σ ��� σ � ���� �� ������
S������������

σ ∼=
S
σ � ⇐⇒ (∃ ������������� ξ = ϕ(x))

(Dϕ(x)f(x) = F(ϕ(x)) ��� Dϕ(x)g(x) = G(ϕ(x)))�

��� ���� �������� ����� ���� Dϕ(x)g(x) = Gi(ϕ(x)) ��� i = 1� 2� � � � �m�

������� ����� �� � ������ �� ����� ��� S������������ �� ������� ������� ��

���������� �� ��� ����������� ����������� �� ��� ���������� ������ ������

�� �� ��� ���� ��� ��� ���� �� ��� ���� ���� ����� ������� ��� �������

�������� ��� ���� ������� � ���� �������� �� ������� ������� �� ��� ��������

������������

���



������� �� ����������� �� ������� ������� ���

Definition 9.1.2 ��� ������� σ ��� σ � ��� ����� F������������

σ ∼=
F
σ � ⇐⇒ (∃ ������������� ξ = ϕ(x) ��� �������� u = α(x) + β(x)v)

(Dϕ(x)(f(x) + g(x)α(x)) = F(ϕ(x)) ��� Dϕ(x)g(x)β(x) = G(ϕ(x)))�

��� �������� α(x) ��������� �� ��� �������� �� ������� ����� β(x) ���

����� � ������������ ������ �� ��������� m × m �������� ���������

�� x�

�� �� ������ ���� ���� ��� F������������ �������� �� ��� S������������ ����

α(x) = 0 ��� β(x) = Im� ���� ����� ������������ ���� �� �� ����������

���� ������������ �� ��� ���������� ������� ��� ������������� ξ(t) = ϕ(x(t))�

��� ��� F������������ ���� ����� ����

�ξ = Dϕ(x) �x = Dϕ(x)(f(x) + g(x)u) = Dϕ(x)(f(x) + g(x)(α(x) + β(x)v)

= Dϕ(x)(f(x) + g(x)α(x)) +Dϕ(x)g(x)β(x)v = F(ϕ(x)) +G(ϕ(x))v�

���������� �� ��� ������������� ϕ(x) �� ������ �������� �� ����� �� ���

����� S� �� F�������������� �������� ���������������� �� ��� ������� ∼=LS

��� ∼=LF� ��� ���������� �������� �� S� ��� F������������ ������� �� ���

������������� ������������ �� ������ ������� �������� ������� ��� ������

������
σL : �x = Ax(t) + Bu(t)�

σ �
L : �ξ = Fξ(t) +Gv(t)

�� ���

σL
∼=
F
σ �
L ⇐⇒ (∃ P�Q�K)(P(A+ BK) = FP ��� PBQ = G)�

��� ������������ �������� P� Q �� ���������� n× n ��� m×m� ��� ��� ��

��������� ������ K �� ��������� m × n� �� ������� ���� ��� ������ �������

ϕ(x) = Px� α(x) = Kx ��� β(x) = Q�

Remark 9.1.1 �� ����� �� ��������� ��� F������������ ������� ��� �������

σ ��� σ � ��� ����� �� ��� ��� ��������� ϕ(x)� α(x) ��� β(x)� ��� �����

f(x)� g(x)� F(ξ) ��� G(ξ)� ���� ����� ���� �� ������� ��� �����������

���������

Dϕ(x)(f(x) + g(x)α(x)) = F(ϕ(x)) ��� Dϕ(x)g(x)β(x) = G(ϕ(x)))�



������� �� ����������� �� ������� ������� ���

������ ���� ��� ������ Dϕ(x) =




∂ϕ1(x)
∂x1

··· ∂ϕ1(x)
∂xn

��� ···
���

∂ϕn(x)
∂x1

··· ∂ϕn(x)
∂xn


 �������� ������� �������

����� �� ������� ���������� �� ��� �������������� �� ��� �����������

��������� ���� ��� ���� �� ��������� ������� ����������� ���������� �� ����

�������� ���������� ��� ��� ��������� �� ��� �������� ���� �� ������ ��� ����

������� �������� ������� σ �� ���� ��� ��������� �� ������� ��������� ���

���� ��������� ���� �� ���� ��� ��� ������ σ � ����� ����� ���� ����� ����

���� ����������� ������������ ��� ������ ������� ������� σ � = σ �
L ������ ��

���� ������

9.2 State space and feedback linearisation

�������� � ������������ ������ σ� �� ���� ��� ��������� �����������

Definition 9.2.1 ��� ������ σ �� ������ ����� ����� ������������ ����������

���� �� � ������ �� ����������� �� ��� ����� ������� �� ����� S���������

������ ��

σ ∼=
S
σ �
L�

�� ��� S������������ ����� ������� �σ ∼=LS σ �
L� ���� ��� ������ σ �� ��������

�� �� ������� S��������������

���������� �� ���� ��� �����

Definition 9.2.2 ��� ������ σ �� ������ �������� ������������� �F�����������

����� ��

σ ∼=
F
σ �
L�

�� ��� ���� �� � ����� F������������ �σ ∼=LF σ
�
L�� ��� ������ σ ���� ��

�������� �� �� ������� F��������������

��������� ��� �������� ���������� ��� ��� ������������� ���� �� ��������

������ ������ ���� ��� ������ σ ��� �� 0 ∈ Rn �� ����������� �����

�f(0) = 0�� ��� ��� ��� ������ ������ σ �
L �� ������������� ��� ��� ������ σ

�� ����� � ������ �� �������������

D0 = ����
�
gi|i=1�����m

�
�

���

Dk = ����
�
gi� ��f gi� � � � � ��k

f gi
��
i=1�����m

�
�

��� k � 0� ����� ��k+1
f gi =

�
f� ��k

f gi
�
� ���� �� ����



������� �� ����������� �� ������� ������� ���

Theorem 9.2.1 (Krener-Sussmann-Respondek) ��� ������ σ �� ������� S������

�������� ������ 0

σ ∼=
LS

σ �
L ⇐⇒ ���Dn−1(0) = n ���

�
��p

f gi� ��r
f gj

�
(x) = 0

�� � ������� ������������� �� 0� ��� p� r � 0� p+ r � 2n− 1�

���������� ��� F�������������� �������� ��� ���� ��������

Theorem 9.2.2 (Jakubczyk-Respondek) ��� ������ σ ���� �� ������� F�������

������� ������ 0�

σ ∼=
LF

σ �
L ⇐⇒ ���Dn−1(0) = n ��� ������������� Dk ��� k = 0� 1� � � � �n−2

��� �� � ������� ������������� �� 0 �� �������� ��������� ��� �������

����� ����

���Dk(x) = ������
�
Dk�Dk

�
⊂ Dk�

9.3 Equivalence equations

�� ����� ����� �� ���� ����� S� ��� F������������� �� ������������ �������

σ : �x = f(x(t)) + g(x(t))u(t) = f(x(t)) +
�m

i=1 gi(x(t))ui(t)�

σ � : �ξ = F(ξ(t)) +G(ξ(t))v(t) = F(ξ(t)) +
�m

i=1Gi(ξ(t))vi(t)�

����� x� ξ ∈ Rn� u� v ∈ Rm� ���� ��� ��������� �� ��� ��������� �� �������

����������� � ����������� ������� �������� �� ����������� ��� ���������

������� ������������ ��� ������������ ���� � ������������� ξ = ϕ(x) ���

S������������ ��� � �������� ��������������� ξ = ϕ(x)� u = α(x) + β(x)v

��� ��� �������� ������������ �� ���� ��������� �� ���� �� ����� � ������

�� ������� ����������� ��������� ������ ��� ����������� ���������� �� �����

��� ����� ����� ����������

� S������������� Dϕ(x)f(x) = F(ϕ(x))� Dϕ(x)g(x) = G(ϕ(x))�

� F������������� Dϕ(x)f(x) + g(x)α(x)) = F(ϕ(x))� Dϕ(x)g(x)β(x) =

G(ϕ(x))�

�� ��� ���� ���� �� ����� ��� ������������� �������� �� ����

σ � : �ξ = Fξ(t) +Gv(t)�



������� �� ����������� �� ������� ������� ���

F ��� G � ��������� ��� ����������� ��������� ��� ��������� ������ �� �

������� ������ �� ��� ������ σ �� �� ���� ����� �� ������ ���� u = 0 ���

x0 = 0 �� �� ����������� ����� �� ��� ������ σ� ����� �� ��� ������� �� S�

������������� ��� ������ σ � �� ����� �� ��� ������ ������������� �� ��� ������

σ �� ��� ����������� ������ ���� ����� ���� ��� ������ F =
∂f(0)
∂x � �����

��� ������ G = g(0)� ������� ���� ��� ������� �� F�������������� �� ����

��� ��� ������ �������������� ��� ���� ������� ��� ��������������� �������

κ = (κ1� κ2� � � � �κm)� ��� ����� ��� ������������� ��������� ���������

����� ��� �������� F ��� G ���� �� �� ������ �� ��� ��������� ����� ���

��� ������������� ������� ��� ����������� ��������� ���� ���� ��� ���������

�����

� S������������� Dϕ(x)f(x) = Fϕ(x)� Dϕ(x)g(x) = G�

� F������������� Dϕ(x)(f(x) + g(x)α(x)) = Fϕ(x)� Dϕ(x)g(x)β(x) = G�

��������� �� ������� ����������� ��������� ���� �� ����� ������ �� ����������

���������

9.4 Significance of linearisability for the synthesis of control

algorithms

�������� ��� ������������ ������

σ : �x = f(x(t)) + g(x(t))u(t)

��� ��� �������� ���������� ������ ������ �� ��� ��������� ����

σ � : �ξ = Fξ(t) +Gv(t)

������������� �� ��������������� ������� (κ1� κ2� � � � �κm)� �� ������ ����

ξ = ϕ(x)� u = α(x)+β(x)v ������ � �������� ����������� ��� ������ σ� ���

������ �� �������� ���� �������� �� ����� �� ������ ����

�� ��� ������ σ �� ������� ��� ��������� ����� ���������� �������� �����

���� ����� � ��������� ���������� xd(t)� ��� � ������� u(t) �� ��� ������ σ�

���� ���� ��� ��������� ���������� x(t) → xd(t) ��� t → +∞� ��� ���������

������� �� ��� ������ σ ���� ����� �� �� ��������� ��� ��������� ����������

�� ��� ������ ������� ξd(t) = ϕ(xd(t))� ��� �� ��������� ��� �������� �����

��� �� ��� ������ ������� ���� � ������� v(t)� ���� ���� ��� �������������



������� �� ����������� �� ������� ������� ���

v ξ
β(x) σ = (f�g)

u
ϕ(x)

α(x)

x

σ � = (F�G)

������ ���� ������ �� �������� ����������� ��������

���������� ξ(t) → ξd(t)� ����� ��� ������ σ � ��� ��� ��������� ����





�ξ1 = ξ2� �ξ2 = ξ3� � � � � �ξκ1
= v1

�ξκ1+1 = ξκ1+2� � � � � �ξκ1+κ2
= v2

���

�ξκ1+···+κm−1+1 = ξκ1+···+κm−1+2� � � � � �ξ�m
i=1 κi=n = vm

�

���� ����� ���� ξ
(κ1)
1 = v1� ξ

(κ2)
κ1+1 = v2� � � � �ξ

(κm)
κ1+···+κm−1+1 = vm� �� ��

��� ���� �� ������ ���� ��� �������� ��������� �� ��� ������ σ � ��� ����

��� ����

λ :





v1 = ξ
(κ1)
d1 − k1κ1−1(ξ1 − ξd1)

(κ1−1) − · · ·− k10(ξ1 − ξd1)
���

vm = ξ
(κm)
dκ1+···+κm−1+1+

−kmκm−1
(ξκ1+···+κm−1+1 − ξ

(κm−1)
dκ1+···+κm−1+1)− · · ·+

−km0(ξκ1+···+κm−1+1 − ξdκ1+···+κm−1+1

� �����

���� �������� ei = ξi − ξdi �� ������ ��� �������� ����� ��������� �� ���

������ ������ �� �������





e
(κ1)
1 + k1κ1−1e

(κ1−1)
1 + · · ·+ k10e1 = 0

���

e
(κm)
κ1+···+κm−1+1 + kmκm−1e

(κm−1)
κ1+···+κm−1+1+· · ·+km0eκ1+···+κm−1+1 = 0

�

�� ��� ����� kij ��� �������� �� ���� � ��� ���� ��� �������������� �������

���� �� ���� ����������� �������� �� ������� ���� ��� �������� ������� ��



������� �� ����������� �� ������� ������� ���

ξd

σ �v ξ

e
λ

������ ���� ���������� �������� ������

��� ������ ������ ���� �� ������ �� ��� ��������� ������ ������ ������� ���

������� v(t) �� ��� ������ σ � �� ��� ��� ���������� ξ(t)� ��� ���� ��� ����

������� x(t) = ϕ−1(ξ(t))� ��� ��� ������� u(t) = α(x(t)) + β(x(t))v(t) ��

��� �������� ������ σ� ���� ��� �� ���������� ����������� � ��������� ������

���� �� ��� �������� ������� ��������� ����� �� ��� �������� ��������������

��� ��������� �� ����������� �� ������ ���� ������� ������� ��� �� ��������

��� ������� �� ����� ��� ������ ������� σ � ���� ���� ������� ���� ��� �����

����� ������ � �������� ������� ���������� ��� �� ���� ���� ���� �� ���������

�� ������� ���

9.5 Examples

Example 9.5.1 ��� � ������������ ������

σ :

�
�x1 = x2

�
1+ x21

�

�x2 = ������ x1 + u

�� ������ ���� ������ ����� f(x) =
�
x2

�
1+ x21

�
� ������ x1

�T
� g(x) = (0� 1)T �

�� ���� f(0) = 0� ������� ���� ��� ������ σ � �� ��� ������ ����������
���� �� ��� ������ σ �� ��� ����������� ������ ���� ����� ����

σ � :

�
�ξ1 = ξ2
�ξ2 = v

�

�� �� ������ ������� ���� ��� ������ σ � �� ������������� �� ����� �����
������� ��� ������ σ �� S�������������� �� ���� ��������� �� �������

��f g(x) = [f�g](x) = −(1+ x21� 0)T � ����� D1 = ����{g� ��f g} ���

���D1(0) = 2�



������� �� ����������� �� ������� ������� ���

����� �� ������� ��� ��� �������� [g� ��f g]� [g� ��2
f g]� [��f g� ��2

f g] ���

[g� ��3
f g]� �� ���� [g� ��f g] = 0� ��� ���� ��2

f g = [f� ��f g] = g� ����

������� [g� ��2
f g] = [g�g] = 0� ��3

f g = [f� ��2
f g] = [f�g] = ��f g �� ���� ��

g� ��3
f g] = [g� ��f g] = 0� ���� ������� �� ��� ������� ������ �� ����

����� ���� ��� ������ σ �� ������� S������������� ������ ��� �����������

������

Example 9.5.2 ������� ��� ������������ ������

σ :

�
�x1 = ��� x2

�x2 = u
�

����� ������ ����� ��� f(x) = (��� x2� 0)T ��� g(x) = (0� 1)T � ��� ������

���� f �������� �� 0� ��� ������ ������������� �� ��� ������ σ ��� ���

��������� ����� �� �� �� ������������� ��� ������ σ � �� ���� ���� ��
��� ��������� ��������� �����

�
�ξ1 = ξ2
�ξ2 = v

�

�� ������� ��� ������������� D0 = ����{g} ��� D1 = ����{g� ��f g}�

������� ��f g(x) = [f�g](x) = −(��� x2� 0)T � �� ��� ���D1(0) = 2� ���

������������ D0 ��� �������� ��������� ����� �� 1� ��� �� ��������� ���

�������� �� � ������������ ��������� �� � ������ ������ ����� ����������

��� ���������� �� ������� ������� ��� ��������� ���� ������� ���� �� �

������������� �� ��� ����� 0 ��� ������ σ �� F��������������

Example 9.5.3 ��� �� ����� ��� � ������������� ξ = ϕ(x) ���� ���

������ S�������������� �� ��� ������ σ ���� ������� ������ �� �����

���� ��� ������ ������������� �� ��� ������ �� ��� ����� 0� �� �� ����

F =
∂f(0)
∂x =

�
0 1
1 0

�
��� G = g(0) =

�
0
1

�
� �� ��� ������� ��� S������������

������� ��� ������ σ ��� ��� ������ ������ σ � ��������� �� ��������
F�G� ���� ������� ����� �� ������� ���� ��� ����������� �������������

������� ������� ���� �� ��� ��� ���� ϕ(x) = (ϕ1(x)�ϕ2(x))� ��� ������

����� ���� �� ������� ��� ����������� ���������

Dϕ(x)f(x) = Fϕ(x)� Dϕ(x)g(x) = G�

���� �����
dϕ1(x)f(x) = ϕ2(x)� dϕ2(x)f(x) = ϕ1(x)�

dϕ1(x)g(x) = 0� dϕ2(x)g(x) = 1�



������� �� ����������� �� ������� ������� ���

��� �� ��� ���� �� ��� ������ ���� g(x) �� ���

∂ϕ1(x)

∂x2
= 0 ���

∂ϕ2(x)

∂x2
= 1�

��� ������ �������� ������� ���� ϕ1(x) ���� ��� ������ �� x2� ��

ϕ1(x) = ϕ1(x1)� ��� ������ �������� �� ��������� ���� �� ϕ2(x) = x2�

��������� ���� �������� �� ������� ϕ1(x1) = dϕ1(x)f(x) = ������ x1� ��

���� ��� �� ���� ����� ��� ������������� ξ=(ξ1�ξ2)
T=(������ x1�x2)

T �

��� ������ ��������� �� ��� ����������� ���





�ξ1 = 1
1+x2

1

�x1 = x2 = ξ2

�ξ2 = �x2 = ������ x1 + u = ξ1 + u
�

Example 9.5.4 �� ����� ��� �� ��������� � �������� ���� ���������� ��� ����

��� �������� �� ������� ������ �� ���� ������� ����� ���� ����

� �������� ������� �� ������ ���� ��� ������ σ � ��� ��� ���������
����� �� F =

�
0 1
0 0

�
� G =

�
0
1

�
� ��� ��������� �� �� ��� � �������������

ξ = ϕ(x) = (ϕ1(x)�ϕ2(x)) ��� ��������� α(x)� β(x) �= 0 ���������� ���

�����������

dϕ1(x)(f(x) + g(x)α(x)) = ϕ2(x)� dϕ2(x)(f(x) + g(x)α(x)) = 0�

dϕ1(x)g(x)β(x) = 0� dϕ2(x)g(x)β(x) = 1�

����� ��� ���� ���� β(x) �= 0� ��� ���� ��� ���������� ������ �� ��� �����

����
∂ϕ1(x)
∂x2

= 0� �� ϕ1(x) = ϕ1(x1)� ��� β(x) = 1
dϕ2(x)g(x)

� ����

��� ���� ������� ��� ���� ����������� �� ������ ϕ2(x) = dϕ1(x)f(x)

��� α(x) = −
dϕ2(x)f(x)
dϕ2(x)g(x)

� ��� ��� ������ ���� ϕ1 ������� ���� ��

x1� �� ����� ��� ��� �������� �������� ϕ1(x) = x1� ���� ���� �������

���� �� ������� ϕ2(x) = ��� x2� ������ ��������� ��� �������������

ϕ(x) = (x1� ��� x2)
T � �� �������� ������������� �� ��������� ��� �������

��� �������� �� ��� ����������� ��������� α(x) = 0 ��� β(x) = 1
���x2

� ���

��������� �������� �� ���� ������ �� ��� ��� R× (−π/2�π/2)� �� ��� ���

������������ ����� �������� ��� ��������� ��� ������ σ ����� ��� ����

�
�ξ1 = �x1 = x2 = ξ2
�ξ2 = ��� x2u = v

�

��� ������ �� ��� ��������� ϕ1 �� ��� ������������� ��� ���� �����

���������� ���� ������ �� �� �� ����� ������� �� �� �� ������ �������

���� ��� ������ ϕ1(x) = ��� x1 ����� �� ϕ2(x) = ��� x1 ��� x2� α(x) =



������� �� ����������� �� ������� ������� ���

sinx1 ���x2

���x1 ���x2
� ��� β(x) = 1

���x1 ���x2
� ���� �������� �� ���� ������ �� ���

������ (−π/2�π/2)2� ��� ������ ��� ���� ������ ������ �� ��� ���������

���� ���� ��� ������ ���������

Example 9.5.5 ����� ��� ��������� ��������� ���� �� ��� ������������

������ ������ �� ����� ��� ����������� ��� ����������� ��������� ���

� ������� ������������ ������ ���� ����� ������ ������� ���� ��� ����

���

σ : �x = f(x) + g(x)u�

�� ������ ����� x ∈ Rn ��� u ∈ R� ����� ���� � ������ ������

σ � : �ξ = Fξ+Gv

�� ��� ��������� ����� �� F =
�
0 In−1

0 0

�
��� G =

�
0n−1

1

�
� �� ��� �������

��� � ������������� ϕ(x) = (ϕ1(x)�ϕ2(x)� � � � �ϕn(x))
T ��� ���������

α(x)� β(x) �= 0� ����� ���������� ���� ��� ������ σ �������� ����������

�� ������� ������ ��� ����������� ���������

Dϕ(x)(f(x) + g(x)α(x)) = Fϕ(x) = (ϕ2(x)� � � � �ϕn(x)� 0)
T �

Dϕ(x)g(x)β(x) = G = (0� � � � � 0� 1)T
�����

���� � ��������� �� �� ��� ���� �� ������ ���� ��� ������ ����� �� �����

��������� �� �� ��� ����

dϕ1(x)g(x)β(x) = · · · = dϕn−1(x)g(x)β(x) = 0� dϕn(x)g(x)β(x) = 1�

���� ������� ��

dϕ1(x)g(x) = · · · = dϕn−1(x)g(x) = 0� ��� β(x) =
1

dϕn(x)g(x)
�

���� � ������������ �� ��� ������ ����� �� ��� ����������� ���������

����� ������ ��� �� ��� ��� ������������� ϕ(x)� �� ���� ��� ���� ����

������ �� ������ �������

ϕ2(x) = dϕ1(x)f(x)� ϕ3(x) = dϕ2(x)f(x)� � � � �ϕn(x) = dϕn−1(x)f(x)�

�� ���� ������ α(x) = −
dϕn(x)f(x)
dϕn(x)g(x)

� ��� ����� �������� �� ���� ������ ��

��� �������� ϕ1(x)� � ��������� ������� �� ��� ������ �� ���� ��������

�� �������� �� ��� ��������� ���������� �� ������ ��� ��� ���� �� ����

��������� �� ����� ������ ��� ��� ���������� �� � �������� ���� �������

�� � ������ ���� �� L0fϕ1(x) = ϕ1(x) ��� Lk+1
f ϕ1(x) = Lf

�
Lkfϕ1(x)

�
�



������� �� ����������� �� ������� ������� ���

ia

�

�

δ

ia

ib

ib

������ ���� ����� �� ��������� �������� �����

�� ��� L��f gϕ1(x) = L[f�g]ϕ1(x) = LfLgϕ1(x) − LgLfϕ1(x)� ����� ����

����������� ��� ��������� ����� ��� �� ������� ���� ��

Lgϕ1(x) = Lgϕ2(x) = · · · = Lgϕn−1(x) = 0�

Lfϕ1(x) = ϕ2(x)� Lfϕ2(x) = ϕ3(x)� � � � �Lfϕn−1(x) = ϕn(x)�
�����

���� ��� �� ������� ��� ��� ����������� �� ��� �������� ϕ1(x) ����

������� �� ��� ������ ����� ��f g� ��2
f g� � � � � ��n−1

f g� ��� ����������

�� ��� ������������� ����� ����� �� ��� ��������� ����������

L��f gϕ1(x) = LfLgϕ1(x)− LgLfϕ1(x) = −Lgϕ2(x) = 0�

L
��2

f g
ϕ1(x) = LfL��f gϕ1(x)− L��f gLfϕ1(x) = Lgϕ3(x) = 0�

���

L
��n−2

f gϕ1(x) = 0� L
��n−1

f gϕ1(x) = (−1)n−1Lgϕn(x) �= 0�

�����

�������������� ��� ��������� ����� ��� ���� ��� �������� ϕ1(x) ����� ��

�� ������ �� ���� �� ���� ����� ��� ����������� dϕ1(x) �� �������� ��

n− 1 ������� g(x)� ��f g(x)� � � � � ��n−2
f g(x)� ����� dϕ1(x) ��n−1

f (x) �= 0�

Example 9.5.6 �� � ���� ��������� ������� �� � �������� ������������ ����

��� �� ����� ������� � ����� �� ��� ��������� �������� ����� ���������

������������� �� ������ ���� ��� ������������������ ��������� �� ���

����� ������� ������� ��� ������� �� ��� ����� ��� �� ���������� ��

������� 



�δ = ω�

�ω = −km

J ia ��� δ+ km

J ib ��� δ− F
Jω�

�ia = −R
L ia + km

L ω ��� δ+ ua

L �
�ib = −R

L ib − km

L ω ��� δ+ ub

L �

�����



������� �� ����������� �� ������� ������� ���

��� ������� ��������� �� ����� ��������� ���� ��� ��������� �����

���� δ � �������� ����� �� ��� ������ ω � ������� �������� �� ��� ������

ia� ib�ua�ub � �������� �� ��� ������ ��� ��� ������ ��������� F� J � ���

�������� ����������� L�R � �������� ����������� km � ������������������

��������� �� �������� ��� ��������� �� ��������� ��� ��������� x1 = δ�

x2 = ω� x3 = ia� x4 = ib�
km

J = a� F
J = b� R

L = c� km

L = d� ua

L = u1�
ub

L = u2� �� ��� ��������� ��� ������ ����� ������� ������������� ����

��� ����� f(x) = (x2�ax3 ��� x1+ax4 ��� x1−bx2�−cx3+dx2 ��� x1�−cx4−

dx2 ��� x1)
T � ��� ������� ������� g1(x) = e3 ��� g2(x) = e4� ����� ei

������ ��� ��� i��� ���� ������ �� R4� ��� ������ ����� ��� �� �����

������� ����� x0 = 0� ��� ��� ������ ������������� �� ���� ����� �� ���

���������

A =
∂f(0)

∂x
=




0 1 0 0

0 −b 0 a

0 0 −c 0

0 −d 0 −c


 � B = g(0) =




0 0

0 0

1 0

0 1


 �

�� �������� ��� ������ ��������� ����
�
B�AB�A2B

�
= 4 �� ���������

���� ��� ������ ������������� �� ������������� ��� ����������� �� ���

������ ������ �� ��� ��� ������� ρ0 = ����B = 2� ρ1 = ����[B�AB] −

����B = 1 ��� ρ2 = ����[B�AB�A2B] − ����[B�AB] = 1� �� ��� ����

������������ ������� �� ��� ������ ������������� ������ �� κ1 = 3 ���

κ2 = 1� �� ����� �� ����� ��� ��������������� ���������� �� ��� ������ ��

���������� ���� ������� ������ �� ��� ��� �������������

D0 = ����{g1�g2} = ����{e3� e4}�

D1 = ����{g1�g2� ��f g1� ��f g2} = ����{e2� e3� e4}�

D2 = ����{g1�g2� ��f g1� ��f g2� ��2
f g1� ��2

f g2} = ����{e1� e2� e3� e4}�

�� �� � ������ ����������� �� ��� ���� �� ���� ������������ ���� ��� ����

������������ ���������� ��� ��������� ��� ������ ����� �� F����������� ��

��� ������ ������ 



�ξ1 = ξ2
�ξ2 = ξ3
�ξ3 = v1
�ξ4 = v2

�

9.6 Problems and exercises

Exercise 9.1 ������� S���������������� �� ��� ��������� ������� ��������



������� �� ����������� �� ������� ������� ���

�� �
�x1 = e−x1x2

�x2 = ex1 − 1+ u
�

�� �
�x1 = x2 ���2 x1

�x2 = ��� x1 + u
�

Exercise 9.2 ����� F���������������� �� ��� ������� ��������

�� 



�x1 =
x2

��� x1
�x2 = ��� x1 + u

�

�� �
�x1 = x2 + x22u

�x2 = u
�

�� 



�x1 = x2 + ex2x3 − ex2x32

�x2 = x3 − x32

�x3 = 2x22x3 − 5x52 + u

�

�� 



�x1 = x2 + e−x3x2

�x2 = x3

�x3 = u

�

Exercise 9.3 ���� ���� ��� ������� ������





�x1 = x2

�x2 = x1x
2
4 + ��� x3

�x3 = x4

�x4 = u

������������ ��� �������� �� � ���������� ���� ��� ���� ������ �� ��� F�

�������������



������� �� ����������� �� ������� ������� ���

Exercise 9.4 ��� ��� ������� ������




�x1 = ��� x2

�x2 = ��� x3

�x3 = x34 + u1

�x4 = x5 + x34 − x101

�x5 = u2

����� ��� ����������� ��������� ��������� � �������� ��������� ���������

����� ��� ����� �����
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Chapter 10

Input-output decoupling and
linearisation

10.1 Differential degree

�� ����� ���� ���� � ������� ���� ������ ���� ������

σ :





�x = f(x(t)) + g(x(t))u(t) = f(x(t)) +

m�

i=1

gi(x(t))ui(t)

y = h(x) = (h1(x)�h2(x)� � � � �hp(x))
T

� ������

����� x ∈ Rn� u ∈ Rm� y ∈ Rp� ������ ���� ��� ������ �� �������

������ �� ����� �� ��� ������ �� �������� m = p� �� ��� ���������� �� ���

���������� ������� ��� j��� ������ �� ��� ������ ��� ��� �������� ����

��� ��������� �� ��� ������ �������� �� ������� ���� ��� ������� ���� ���

�������� ��� ������ yj ��������� �� ������ ���� �������� �� ������������

���� ������ ���� ������� �� ���� ����� ��� �������� ���������� x(t)� ��� ���

���� �� ��� ������������� �� ��������� �� ����� ��� ��� ������ �� ��� ���

���������� �� � �������� dhj(x)f(x) = Lfhj(x)� �� ���� �� �� ���� ��� ����

�������� t�

�yj = dhj(x) �x = dhj(x)(f(x) + g(x)u) = Lfhj(x) + Lghj(x)u�

����� Lghj(x) =
�
Lg1

hj(x)�Lg2
hj(x)� � � � �Lgmhj(x)

�T
� ���� �� �� � ����

���� ������������� �� ��� ����� x ��� ������ Lghj(x) �� ��������� � ������

�������� �� ��� ������� �� ��� ������ yj ��� ���� ����������� ��������

�������� ���� ������ x �� ���� Lghj(x) = 0� ���� ���� ���� �yj = Lfhj(x)�

� ���������� �������������� ����� ��

�yj = �Lfhj = dLfhj(x) �x = L2fhj(x) + LgLfhj(x)u�

���



������� ��� ������������ ���������� ��� ������������� ���

����� � ������������� �� ��� ����� x� �� ��� ������ ���� ����� �����

LgLfhj(x) �= 0� �� ���� �� ��� ����� ��� ������� ��������� ��� ������ ���

��� ���������� �� ��� ������ yj� ��� ��� ���� ������ ��� ����� x �� ����

LgLfhj(x) = 0� �� ��� �� ��� �yj = L2fhj(x)� ��� ��� �������������� ��� ��

���������� �������� ������� ���� ����� ����� �� ������� ρj� ���� ���� ��� ���

��� ����������� LgL
r
fhj(x) = 0� ��� r = 0� 1� � � � � ρj−2� ��� LgL

ρj−1

f hj(x) �= 0�

���� ����� ��� ��� ���������� ������� ��� ������� u ��� ��� ������ yj ���

����� �� �� ��� ���������





yj = hj(x)

�yj = Lfhj(x)
���

y(ρj−1) = L
ρj−1

f hj(x)

y(ρj) = Lρjhj(x) + LgL
ρj−1

f hj(x)u

� ������

��� ������� ρj ���� �� ������ ��� ����������� ������ �� ��� �������� ������

�� ��� ������ yj� ��������� ���� ��������� ��� ��� ������� �� ������ ��

� ���������� �� ����������� ������� ρ = (ρ1� ρ2� � � � � ρm)� ��� ��� ������

���� ����� ����������� �������� �� ������ ��� ������ ��������� ������� ��������

������ ����� ��� �� ��������� �� ��� �������� ���� ����� ���� ���������

� ���� �� ���������������� �� ��� �������

10.2 Decoupling

����� ��� ����������� ������� ��� ρj� ��� ��� ��� �������� ��� ����� ���

�������� yρ =
�
y
ρ1

1 �yρ2

2 � � � � �yρm
m

�T
� �� ��� ����� ���� ��� ������������

������������ �� ��� ������ ��

yρ = L
ρ
fh(x) + LgL

ρ−1
f h(x)u = P(x) +D(x)u� ������

�����

P(x) =
�
L
ρ1

f h1(x)�L
ρ2

f h2(x)� � � � �Lρm

f hm(x)
�T

������

���

D(x) =



Lg1

L
ρ1−1
f h1(x) � � � LgmL

ρ1−1
f h1(x)

���
���

Lg1
L
ρm−1
f hm(x) � � � LgmL

ρm−1
f hm(x)


 � ������

��� ������ D(x) ���� �� �������� �� �� ��� ���������� ������� �� ��� � �������

���� ������ ����� ����� ��� ����������� ������� ��� ��� ���������� ������



������� ��� ������������ ���������� ��� ������������� ���

v1 � � �

�
�
�

�
�
�

� � �vm

y
(ρ1−1)
1

y
(ρm−1)
m

y1

ym

�

� �

��y1

�ym

������ ����� ��������� �� ��� ������������ ������������

�� ������������ ����� �� ����� �� � ��������

u = α(x) + β(x)v = −D−1(x)P(x) +D−1(x)v

��� ������ ��� �� ��������� �� ��� ��������� ����

y
ρj

j = vj� j = 1� 2� � � � �m� ������

�� ��� �� ������ ����� �� ��� ������ ������ ��� ������� ������ j ���������

������ ��� j�� ������� ��� ��������� �� ��� ������������ ������������ ��

����� �� ������ �����

������������ �� � ������ ��� ����������� ������� (ρ1� ρ2� � � � � ρm)� ���

� ������������ ���������� ������ D(x) ���� ��� �������� ������� ������� ��

�� ������ ���������� yd(t) �� ���� � ������ ��� � ������� ��������




v1 = y
(ρ1)
d1 − k1ρ1−1(y1 − yd1)

(ρ1−1) + · · ·+ k10(y1 − yd1)
���

vm = y
(ρm)
dm − kmρm−1(ym − ydm)(ρm−1) + · · ·+ km0(ym − ydm)

�

�� ���� �� ����� ����� �� ej = yj − ydj ������� ��� �������� ����� �� ��� j��

������ ���� ��� ����� ��������� �� ��� ����� ������ ��� �� ����������� ��

��� ����

e(ρj) + kjρj−1e
(ρj−1) + · · ·+ kj0ej = 0� j = 1� 2� � � � �m�

�� ����� �� ��������� ��� ���������� ��������� �� ��� ����� ������ ��� �����

���������� ���������� �� ���� ��������� ����� �������� ����� �� �� ��������

10.3 Dynamics of the decoupled system

��� ��� �������� (ρ1� ρ2� � � � � ρm) ������ ����������� ������� �� ��� �������

������ ������ ���� �� ������������ ������������ ������ ���� ��� ��� �� ���



������� ��� ������������ ���������� ��� ������������� ���

����������� �������
�m

j=1 ρj = s� s � n� ��� ��������

u = −D−1(x)P(x) +D−1(x)v�

���� ��� ������� �� �������� ��� ������ ��������� ��� �������� �� ���

��������� ����

�
�x = f(x(t)) + g(x(t))D−1(x)P(x) + g(x)D−1(x)v = F(x) +G(x)v

y = h(x)
�

�� ����� �� ������ ���������� ��� ��������� �� ��� ������� ���� �� ���

������ ������� �� ��� ���������� ��������� �� ��������� ��� �����������

ξ = ϕ(x) =




h1(x)

Lfh1(x)
���

L
ρ1−1
f h1(x)

h2(x)

Lfh2(x)
���

L
ρ2−1
f h2(x)

���

hm(x)

Lfhm(x)
���

L
ρm−1
f hm(x)

xn−s




�

����� ��� ���� s ���������� ���� ���� ������ �� ����� ��� �����������

������� ��� ������ ��� ��� ����������� �� ��� ������ �� ��� ����� �������

���� 0 �� ρj − 1� ��� ��� ��������� ������������ ������� �� ξn−s = xn−s�

���� ���� ������ ���� ����� (x1� x2� � � � � xn) �� ���� � ��� ���� ϕ(x) ��

� ����� �������������� ��� ������������ �� ��� ���� s ����������� ��� ��

������ �� ��� ����� �� ��� ��������� �� ����������� ���������� ������� ����

����� �������� ��� �������� (ϕ(x)�α(x)�β(x)) ��� �������� ��������� ����



������� ��� ������������ ���������� ��� ������������� ���

v1 � � �

�
�
�

�
�
�

� � �

�

� �vm

ξρ1

ξs

y1

ym

ξ1

ξρ1+···+ρm−1+1

�

�
Fn−s

�
ϕ−1(ξ)

�
�Gn−s

�
ϕ−1(ξ)

���
�
�

������ ����� ��������� �� ������� ������ ������

��� ��������� ����





�ξ1 = ξ2� �ξ2 = ξ3� � � � � �ξρ1
= v1

���

�ξρ1+···+ρm−1+1 = ξρ1+···+ρm−1+2� � � � � �ξs = vm

�ξn−s = Fn−s
�
ϕ−1(ξ)

�
+Gn−s

�
ϕ−1(ξ)

�
v

y1 = ξ1

y2 = ξρ1+1

���

ym = ξρ1+···+ρm−1+1

� ������

���������� �� Fn−s(x) ��� Gn−s(x) �� ���� ����� ���������� �� ���

������ ����� F(x) ��� G(x) ���� ���������� �� ��� ����������� xn−s� ���

��������� �� ��� ������ ������ �� ��������� �� ������ ����� �� ����� ��� ����

��� s������������ ��������� �� ��� ������ ������ ��� ���� ��������� ���

����������� ����� �� ��� �� ���� ���� ����� ������ � ��������� ��������� ��

��� ����������� ξn−s ���� �� ���������� �� v� ��� ���� ���� ��� ���� ���

�������� �� ��� �������� ������� ��� ��������� �� ���� ��������� ������

������ ����� �������� ��� ��� ������������ �� �������� ������� ���� ��

��� ���� ��� ��� ������� �� ��� ������ ������ ��� ����� �� ����� ���� ��

������� ���� ��� ��� ����������� ξ1� � � � � ξs = 0� ��� ���� v = 0� ����� ����

�� ���������� ��� �������� �� ��� ����������� ξn−s ��� ��������� �� ���

������� ������

�ξn−s = Fn−s
�
ϕ−1(0� ξn−s)

�
= �F

�
ξn−s

�
�



������� ��� ������������ ���������� ��� ������������� ���

����� �������� ��� ����� ��� ���� �������� �� ��� ������ ������� ���� ��

����� �� ��������� ����� � ������� ��������� ����� �� ��� ����������� ���

���� �������� ���� �� ������ ��������� ������ �� �������������� ��������

�� ����� �������� � ������ ���� �������������� ������ ���� �������� �� ������

������� ������ ���������� �� s = n ���� ��� ���� �������� ��� ������� ���

��� ������ �� ���������� �������� �� ���� � ����������� �������� �������

������� ��� ����������� ���������� �� ���� ������� �� ��������� ��� ���������

������������

Remark 10.3.1 �� ��� ����������� ������� �� ��� ������ σ ��� �� �� ���

��� ��������� �� ��� ����� ����� ���� ��� ������ �� �������� ������������

�� ��� �������� �� ��� ����

ϕ(x) =
�
h1(x)� � � � �Lρ1−1h1(x)� � � � �hm(x)� � � � �Lρm−1hm(x)

�T
�

α(x) = −D(x)−1P(x)�

β(x) = D−1(x)�

����� P(x) ��� D(x) ��� ������ �� ��� ����������� ������ ��� �������

10.4 Examples

Example 10.4.1 �������� ��� �������� ��������� �� � ������������� ���

����� ����������� ���� n ������� �� �������� ��������� �� ��� ����������

������ q ∈ Rn� ������� ������ u ∈ Rn� ��� ��� ������ �� ���� �����

����������� y ∈ Rn�

Q(q)�q+ B(q� �q) = u�

����� Q(q) �� ��� ������� ������� ��� B(q� �q) ������� ��� ������ ��

��������� ������������ ��� ������������� ������� ���� ��� ����������

y = k(q)�

�� ������� ����� ��������� �� ��� ���� �� � ������������ ������� ��

���� ��� ������������� x = q ��� ξ = �q� �� �� ������ ������� ���� ���

�������� ���� �� ������������� �� ��� ��������� ������������ ������

���� ������ 



�x = ξ�
�ξ = −Q−1(x)B(x� ξ) +Q−1(x)u�

y = k(x)�



������� ��� ������������ ���������� ��� ������������� ���

����������� ��� ����������� ������� �� ��� ������� ��� ��� ����� �� ��

��������� ���� �� ��� ������������ ��� ����� ������ ������ ��������

�������

�y = Dk(x) �x = J(x)ξ�

�y = �J(x)ξ+ J(x) �ξ = �J(x)ξ− J(x)Q−1(x)B(x� ξ)� �� �
P(x�ξ)

+ J(x)Q−1(x)� �� �
D(x)

u�

�� � ������ �� ���� �������� ����������� ������� ρj = 2� ��� ��� ���

�������� ������ D(x) ���� �� ������������ ������� ��� �������� ������

�������� �� ��� ������������ ������������ ��� ��� �� ��� �����������

������� s = 2n �� ����� �� ��� ����� ����� ���������� ����� ��� ����� ��

�������� �� ��� ����������� ��� �� ��������� ��� ���������� �� �����

����� ����� ����� ����� �� �� ��� ���� �� ��� ��� ���������� �������

����� ��� ����������� �� ��� ��������

u = −D−1(x)P(x� ξ) +D−1(x)v�

��� ������������ ������������ ����� ��� ������ ����

�y = v�

�� ����� ��� �������� ������� �� � ���� ����� ���������� yd(t)� �� ��

������� �� ������� ��� �� ��������� ���� � ����������� ����

v = �yd − K1( �y− �yd)− K0(y− yd)�

���������� �������� ���� �������� K0� K1 ���� �������� �������� ���

��������� �������� ���������

u = −D−1(x)P(x� ξ) +D−1(x)(�yd − K1( �y− �yd)− K0(y− yd))

�� ���� ����� �� ��������� ����� ��� ���� �� ��� �������� ����������

Example 10.4.2 �������� � ������������� ������������� ������� ������




�x1 = x3 − x32

�x2 = −x2 − u

�x3 = x21 − x3 + u

�

���� ��� ������ ��������

y = h(x) = x1�



������� ��� ������������ ���������� ��� ������������� ���

��� ���� �������������� �� ��� ������ ������

�y = �x1 = x3 − x32

�y = x21 − x3 + 3x32� �� �
P(x)

+(1+ 3x22)� �� �
D(x)

u�

���� �� ���� ����� ��� ����������� ������ ρ1 = 2 ��� ��� ����������

������ ����� �������������� ��� ���������� D(x) �= 0� ��� ��������

u = −
P(x)
D(x) +

1
D(x)v ����� �� ��� ��������� ������������ ������������ �y =

v� ��� ��� ������ ���� s = 2 < n = 3� ��� ���� �������� ������� ��

����� �� ��������� ��� ���� �������� �� ������ ��� �����������




ξ1 = h(x) = x1

ξ2 = Lfh(x) = x3 − x32

ξ3 = x2

�

�� �� ������ ����� ���� �� � ������������� �� ��� ����� 0 ∈ R3 ��� ��������

ξ = ϕ(x) �� � ����� �������������� ��� �������� ��������� �� ��� ���

����������� ������




�ξ1 = ξ2
�ξ2 = v

�ξ3 = −x2 − u = −ξ3 + 1
1+3ξ2

3

v− 1
1+3ξ2

3

�
ξ21 − ξ2 + 2ξ33

�
�

������� y = 0 �� ��� ��� ���� ��������

�ξ3 = −ξ3 −
2ξ33

1+ 3ξ23
= −ξ3k(ξ3)�

����� k(ξ3) � 1� ���� ��� �� ������ ��� �������� V(x) = 1/2x
2� ���� ��

������ �V = x �x = −x2k(x) � −x2 = −2V� �� � ������� V(t) � V(0)e−2t�

���� ������� |x(t)| � |x0|e
−t� ����� ��� ���� �������� ��� �������� ������

��������� �������

10.5 Problems and exercises

Exercise 10.1 ��� � ������������� ����� ����������� ��������� �� ��� �����

����� �
Q(q)�q+ B(q� �q) = u

y = k(q)
�

q�u�y ∈ Rn� ������� �� ��� ������������ �������������� ������ � ��������

��������� �� ��� ���������� yd(t) �� ��� ���� ������



������� ��� ������������ ���������� ��� ������������� ���

Y

Z

X

x

y

ϕ R
=

1

θ

������ ����� �������� ������� �����

Exercise 10.2 ��� ��� �������� ������� ����� �� ��� ������ ����� �� ������ �����

��������� �� � ������������ ������ ���� ������




�x = η1 ���ϕ

�y = η1 ���ϕ

�ϕ = η2
�θ = η1

�η1 = u1

�η2 = u2

y1 = x

y2 = y

�

����� ��� ������������ ������������� ������ � �������� ��������� �� ��� ����

������� yd(t) = (yd1(t)�yd2(t))
T � ��������� ��� ����������� ��� �������

��� ���� �������� � ��� �������

Exercise 10.3 ����� � ������� ������ �� ��� ����




�x1 = x2

�x2 = ��� x3

�x3 = x4

�x4 = u

�

�������� ��� ������������������� �������� ��� ����� ��� ������������

������������� ���� ��� ������ �������� y = x1� ����������� ���� ���� ������

�� �������� ������������ �� � ������������ �� ��� ����� 0 ∈ R4
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Chapter 11

Chained form systems

��� ������� �� �������� ��� ��� ��������� �� ������� ������� ������� ����

��� ���� ���� �� ������ �� ��������� � ������� ������� ���� � ������ ���� ��

������ �� �������� �� �� ������ ������ �� ��� ������ ����� ���� ���� �����

������� ����������� ���� ��� ���� ������������ �� ��� �������� �������

�� ��� ������� �� ��� �������� �������������� �� ���� ������� �� ����� ��

������� �� ���� ��������� ��� ���� ������� ������ ���� ������ ����� ����

� ��������� ������� ������� ��� ������ �� ����� �� �� ��� ������� ����

������� �������

11.1 Chained form

�� ����� ����� � ������� ���� ������ ���� ��� ������

σ : �x = g(x(t))u(t) = g1(x(t))u1(t) + g2(x(t))u2(t)� x ∈ Rn� ������

��� ������� ������������ �� ���� ������ D = ����C∞(Rn�R){g1�g2}� � �������

���� ������

σ � : �ξ = G(ξ(t))v = G1(ξ(t))v1(t) +G2(ξ(t))v2(t)

�� �������� �� �� ��� ������� ���� ������� ������ �� �� ��� ������ �� ���

��������� ��� �����

σ �
1 : �ξ1 = v1� �ξ2 = v2� �ξ3 = ξ2v1� � � � � �ξn = ξn−1v1

σ �
2 : �ξ1 = v1� �ξ2 = ξ3v1� �ξ3 = ξ4v1� � � � � �ξn−1 = ξnv1� �ξn = v2�

������

�� ���� ��� � �������� ξ = ϕ(x)� u = β(x)v� ���� ����������� ��� F��������

����� �� ������� σ ��� σ �� �� ���� � �������� ������� �� ����� �� ������� ���

��������� ����������� ���������

Dϕ(x)g(x)β(x) = G(ϕ(x))�

���



������� ��� ������� ���� ������� ���

11.2 Murray’s Theorem

����� ��� ������ ������� �� ����� ��� �������� �� �������������� ��� k =

0� 1� � � � �n− 2

D0 = D� Dk+1 = Dk + [D0�Dk]

���

D0 = D� Dk+1 = Dk +
�
Dk�Dk

�
�

��� ������ ������ �� ������ ��� ����� ���� ��� ������ � ��� ��� ��� �� ���

������������� ��� ����������������������� �� ��� ����� ��� ��� ��� ��� ���

������� ���� Dk ⊂ Dk+1� Dk ⊂ Dk+1� �� ���� ����

D0 = D0� D1 = D1� Dk ⊂ Dk

��� k � 2� ��� ���� ���������� �������� ��� ����������� ������� ���

����� ���� ��� ��������� ��������� ��� �������� ��������� ��� � ����� F�

����������� �� ������� σ ��� σ � ��� ���� ���������� �� ��� �������� ��

�����

Theorem 11.2.1

σ ∼=
LF

σ � ⇐⇒ ���Dk(x) = ���Dk(x) = k+ 2

��� x �� � ������� ���� ���� ��� k = 0� 1� � � � �n− 2�

11.3 Integrator backstepping

� ������� ������ ���������� �� ��� ������� ���� ������� �� ��� ����������

������������ ������� ��� ���� �� ���� ������ ���� �� ��������� ������ ��

��� ������� �� � ������������ ������� ���� ������� �� ��� ����

�
�x = f(x(t)) + g(x(t))ξ(t)�
�ξ = u(t)�

������

������ ��� ����������� ����� f(0) = 0� ����� x ∈ Rn� u ∈ R� ��� ������

������ ��� ��������� ��� ����� �������� �� � ������� ������� �� ���� ��

����� ��� ������� �� ����� �������������� ���� �� ��� � ������� u(t)� ���� ����

��� t → +∞ ��� ���������� (x(t)� ξ(t)) → 0� ��� ������� ��������� ���� ��

������ �� ��� ���� �� � ����� ��������� u = u(x� ξ)� �� ���� ��������� ��

������� �� ��������



������� ��� ������� ���� ������� ���

� �������� ��� ��������� �x = f(x(t)) + g(x(t))ξ(t)� ��� ��� �� ����� ���

�������� ξ �� � ��������� �������� �� ������ ���� ����� ������ ��� ����

������ � ����������� ��������� ���� � �������� ξ = φ(x)� φ(0) = 0� ���

��������� α1(||x||) � V1(x) � α2(||x||)� W1(x) � 0� ����� α1�α2 ���

�� ����� K� ���� ���� ����� ��� ���������� �� ��� ������ ���� ��������

�x = f(x(t)) + g(x(t))φ(x)

�V1(x) = dV(x)(f(x) + g(x)φ(x)) � −W1(x) � 0�

� ��������� � ��� �������� z = ξ − φ(x) ��� ����� ���� ��� ������

������ �� ��� ����




�x = f(x(t)) + g(x(t))φ(x(t))� �� �
stable

+g(x(t))z(t)�

�z = u(t)− �φ(x(t)) = v(t)�

������

����� �φ(x(t)) ���������� ��� ���� ��������������� ����� v ������� �

��� �������� ��� �� ��� ������� ��� � ����������� �������� ������� ���

��� ����� ������ ������� �� ���� ��� �� ������ ��� ��������

V2(x� z) = V1(x) +
1

2
z2 � 0�

��� �������

�V2(x� z) = �V1(x) + z �z � W1(x) + dV(x)g(x)z+ zv =

−W1(x) + (dV(x)g(x) + v)z�

������ ���� ����� ������

dV(x)g(x) + v = −kz

��� � ������� k > 0� �� ������

�V2(x� z) � W1(x)− kzz�

���� ������� �� ��� ��������� �� ��� ������ ������ ���� ��� �������

v = −kz− dV(x)g(x)�

�� �� ������� ���� ��� �������� W1(x) � α3(||x||)� ��� � K������ �����

���� α3 ���� �� ����� ��� ��� ���������� ��������� �� ��� ������

������� ����� ξ = z−φ(x) ��� φ(0) = 0� ��� ����������� �� (x(t)� z(t))

�� 0 ������� ���� ξ(t) ���� ��������� �� 0� ��� ����������� ������� ���

��� ������ ������ ��� ��������� ��� ����

u(x� ξ) = −k(ξ− φ(x))− dV1(x)g(x) + dφ(x)(f(x) + g(x)ξ)�



������� ��� ������� ���� ������� ���

X

Y

x

y

ϕ

θ

������ ����� ��������� ���

��� ��������� ��������� ����������� �� ������� ������� ���������� ����

������������� 



�x = f(x(t)) + g(x(t))ξ1(t)�
�ξ1 = ξ2(t)
���
�ξk−1 = ξk(t)�
�ξk = u�

11.4 Examples

Example 11.4.1 ��� ������� �� ��� �������� ���� �� ��� ��������� ���

����� �� ������ ����� ��� q = (x�y� θ�ϕ)T ������ ��� ���������� ������

���������� ��� ��� ���� ��� ������� ����� ���������� ���� ��� �������

���� �� ��� ����� ��� ��� ���� ������ �� ��� ���������� ��� ����� ��

���������� �� ��� ��� ������� ��� ���� �� � ��������� ������� ������





�x = u1 ��� θ ���ϕ

�y = u1 ��� θ ���ϕ

�θ = u1 ���ϕ

�ϕ = u2

� ������

�� ����� ����������� ���� ���� ������ �� ������� F����������� �� � ������

�� ���� ������� ��� ���� ����������� �� ��� ������ σ �
2 ���� ��� ��������

�� ��� ������� ������� ������� ���� ��� ����������� θ ��� ϕ �� ���

������ ��� ������� �� ��� ����� ±π/2� ��������� |θ|� |ϕ| < π/2� ����



������� ��� ������� ���� ������� ���

���� �� ���������� �� ��� ����� � ����������� ��������

u =

�
��� θ ���ϕ 0

0 1

�
w�

���� ���� ����� �� �� ����� ���� ��� ������ ������ ��





�x = w1

�y = w1 ��� θ

�θ = w1
���ϕ

��� θ
�ϕ = w2

� ������

��� ������ ������ �� ��������� �� ��� ������� ������ �����

g1(q) =




1

��� θ
���ϕ

��� θ
0




� g2(q) =




0

0

0

1


 �

�� ��� ������������ D = ����{g1�g2}� ��� �� ��� ��� ����� ��� ��� ���

���� �� ������� ���� ��� ������� ������ ���� �� �� ������ �� �������

��� ��������� ��������������

D0 = D0 = D � g1�g2
D1 = D1 = D0 + [D0�D0] � g1�g2�g12 = [g1�g2]�

D2 = D1 + [D0�D1]=D2 � g1�g2�g12�g112=[g1�g12]�g212=[g2�g12]�

�� ��� ���� �� ���� ���� ��� �������� �� ������������� D2 = D2� ����

������� �� ��� �������� ��� ������� ���� ��� ���� ���� ��� ������������ D

��� ��� ����������� � ����������� �� ��� �������� �����

g12(q) =




0

0

−
1

��� θ ���2ϕ
0




� g112(q) =




0
1

���3 θ ���2ϕ
0

0




�

��� �� �� ������ ������� ���� ��� ������������ D1 = ����{g1�g2�g12}�

����� ��� ������������ D2 = ����{g1�g2�g12�g112}� ���� �� ����� �����

q ∈ R× R× (−π/2�+π/2)2 ��� ��������� ���������� ����

���D0(q) = ���D0(q) = 2� ���D1(q) = ���D1(q) = 3�

���D2(q) = ���D2(q) = 4�



������� ��� ������� ���� ������� ���

������� ������ ������ ���� ��� ������ ������ �� ������� F�����������

�� ��� ������� ���� ������� ��� ��� ��� ������ ���� ��� ������ ������

�� F����������� �� ������ ��� ���������� �� ��� ��������� ��� �� �������

�������� ���������� �� ��� ������� ���� �������

Example 11.4.2 �� �� ������������ �� ��� ���������� ������������ ������

�� ����� ������ � ������������� ��������� �� ��� ����������� ����� 0 ∈ R2

�� ��� ��������� ������
�

�x1 = x21 − x31 + x2

�x2 = u
�

�� ���������� ���� ��� ������ �� ��� ������ �� ����� ���� ����� ���

�������� x2 �� � �������� ��� ��� � ����������� �������� x2 = φ(x1)� ���

���� ������� �� ���� � �������� V1(x1) = 1/2x
2
1� ��� �������

�V1(x1) = x1 �x1 = x21 − x31 + φ(x1) � x31 + x1φ(x1) = x1
�
x21 − x31 + φ(x1)

�
�

�� �� ���� �� ������� ���� ��� ������ φ(x1) = −k1x1−x21 ��� k1 > 0 ������
�V1(x1) � −k1x

2
1 = −W1(x1)� ���� �� ���� ����� ��� ���������� ���������

�� ��� �������� �� ��� �������� x1� ����� �� ��������� ��� ��������

z = x2 − φ(x1) ��� �������� ��� ��������� �� ��� ����� ������ �� ���

���� �
�x1 = x21 − x31 + φ(x1) + z

�z = u− φ(x1) = v
�

��� ���� ���� ������ �� ���� ��� �������� V2(x1� z) = V1(x1) + 1/2z
2� ���

���������� ����� ��� ���������� ������� ��

�V2(x1� z) = �V1 + z �z � −W1(x1) +

�
dV1(x1)

dx1
+ v

�
z�

��� �� dV1(x) + v = −k2z ���� ��� ������� v = −k2z−
dV1(x1)

dx1
����� ��

�V2(x1� z) � −W1(x1)− k2z
z = −k1x

2
1 − k2z

2�

�� ���������� ��� ������ ��������� �� ��� ��������� (x1� z)� �������� �

����������� �� ��� ���������� (x1(t)� z(t)) �� ����� ������� φ(0) = 0� ����

������� ��� ����������� �� ���� �� ��� �������� ���������� (x1(t)� x2(t))�

�������� ��� ����������� ������� ��� ��� ������ (x1� x2) �� ����� ��

u(x1� x2) = v+ �φ(x1) = −k2(x2−φ(x1))−
dV1(x1)

dx1
+
dφ(x1)

dx1
(x21−x31+x2)�

����� V1(x1) = 1/2x
2
1 ��� φ(x1) = −k1x1 − x21�
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Example 11.4.3 �� ��� ���� ������� �� ��� ����������� �� ��� ����������

������������ ������ �� ����� �������� � ���������� ����� �� ��� ����

����� ������ ������ ��������� �� ����������� q = (x�y� θ)T � ��������� ��

������ ����� ��� ���������� �������� �� ��� �������� ��� ��� ���������




�x = v ��� θ(t)

�y = v ��� θ(t)

�θ = w

�

������ ���� ��� ������� ������� �� ��� �������� �������� �� ��� ������

��� �� ��� ��������� ���������� (xd(t)�yd(t))� ��� ���� ���������� ��

���������� �� ��� �������� ������������� ���� ����� ���� ����� �����

��������� ������� (vd(t)�wd(t))� ���� ���� �xd = vd(t) ���θd(t)� �yd =

vd(t) ���θd(t)� �θd = wd(t)� �� ����� ��� �������� ������ �� �xe = xd−x�

�ye = yd − y� �θe = θd − θ ��� ��������� ���� ����� �� ��� ����



xe
ye

θe


 =




��� θ ��� θ 0

− ���θ ���θ 0

0 0 1






�xe
�ye

�θe


 �

���� ���� ��������� �� ��� ������ ��� ����� �������� ��� �� ���������

�� � �������������� ������





�xe = w(t)ye(t)− v(t) + vd(t) ���θe(t)�

�ye = −w(t)xe(t) + vd(t) ���θe(t)�
�θe = wd(t)−w(t)�

������

��� ��������� ��������� �� � ������� ��������� ����� �� ��� ����������

������������ ������ �������� �� ��� ��������� ������



������� ��� ������� ���� ������� ���

� ������� ����������� ���� �� ��� ������ �������� �� ��� ��������

������ ������ �� ���� xe = 0� ��� ��� �� ��������� ��� ��������

ye� �� ���� ��������� �� ���� θe = −ϕ(yevd)
∗� ����� ϕ(z) �������

� �������� ������ ��� ��������� ����������� ϕ(0) = 0� zϕ(z) > 0

��� z �= 0� ��� ��� ���������� ϕ �(z) �� �������� �� ������� ��

� �������� ���� �������� ����� ������������ �� ϕ(z) = σz
1+z2

� ���

� ������� σ > 0�

� ������� �ye = −vd(t) ���ϕ(ye(t)vd(t))� ������ V1(ye) = 1/2y
2
e�

��� ����� ��� ���������� �� ��� �������� ϕ� �� ��� ��� ���� �������

���� �V1(ye) = −yevd ���ϕ(yevd) < 0� ���� ������ ��� �������

���������� ��������� �� ��� �������� ye�

� ����� ��� �������� z = θe+ϕ(yevd)� ��� ������� ��� ���� �������

����

�z = �θe +ϕ �(yevd)( �yevd + ye �vd)

= wd −w+ϕ �(yevd)(−wxevd + v2d ��� θe + ye �vd)�

� ���� ��� ��������

V2(t� xe�ye� z) =
1

2
x2e +

1

2
y2
e +

1

2γ
z2�

��� ���� γ > 0� ��� �������������� �� V2 ����� ��� ���������� ��

��� ����� ������ ������ ������� ��

�V2 = xe �xe + ye �y− e+
1

γ
z �z = xe(−v+ vd ��� θe) + yevd ��� θe

+
1

γ
z
�
wd −w+ϕ �(yevd)

�
−wxevd + v2d ��� θe + ye �vd

��
�

� ������ ��� ���������� ����� ��������� �� ���������� ���� �� ���

����

f(x+x0)=f(x0)=

�1

0

df(s(x+x0)+(1−s)x0)=f(x0)+x

�1

0

f �(sx+x0)ds�

�� ���� z = θe +ϕ(yevd)� ���������

��� θe=���(z−ϕ(yevd))=���(−ϕ(yevd)) + z

�1

0

���(z−ϕ(yevd))ds

� �� �
η

�

∗��� �������� �� ϕ �� ��� ������� �� ye ��� vd



������� ��� ������� ���� ������� ���

� ��������� ��� ������ �������

�V2 = xe(−v+ vd ��� θe)− yevd ���φ(yevd) + yezηvd

+
1

γ
z
�
wd −w+ϕ �(yevd)

�
−wxevd + v2d ��� θe + ye �vd

��

= xe(−v+ vd ��� θe)− yevd ���φ(yevd) +
1

γ

�
γyeηvd

+wd −
�
1+ϕ �(yevd)xevd

�
w+ϕ � �v2d ��� θe + ye �vd

��
�

� �� ����� �� ��� ��� ���������� �V2 ��������� ������ ��� �������� v

��� w �� ���� � ��� ���� ������� ��� �����������





−v+ vd ��� θe = −c1xe

−(1+ϕ �(yevd)xevd)w+ γyeηvd +wd

+ϕ � �v2d ��� θe + ye �vd
�
= −c2z

�

��� �������� ���������� c1 ��� c2� ������ ���� ���� �������� ��

������

�
v = c1xe + vd ��� θe

w = 1
1+ϕ �(yevd)xevd

�
c2z+ γyeηvd +wd +ϕ � �v2d ��� θe + ye �vd

��

�� ���� ��

�V2 = −c1x
2
e − yevd ���φ(yevd)� �� �

>0

−c2z
z < 0�

�� ������� ��� �������� �� ������ ���� ��� ���������� �V2 < 0 �������

� ����������� �� ��� �������� V2� �� ���� �� ��� ��������� xe� ye ���

z� ������������ �� ��� ��������� ���������� (vd(t)�wd(t)) �� �������

�������� ���� ��� ���� ����� ���������� ���� ��� �������� v(t)� w(t) ��

���� �� ��� ����������� �xe� �ye ��� θe ���� �������� �� ���� ��������

���� ��� ������ ����� ���������� �V2 �� �������� ����� ��� �������� V2

��� � ������ ��� ��� �������� �V2 �� �������� �� ������ ���� ����������

����� ���� �V → 0� ���� (xe(t)�ye(t)vd(t) ���φ(ye(t)vd(t))� θe(t)) → 0�

����� �������� ����������� ������� �� ��� ��������� ���������� ����

������ �� �� ���� ���� ���� ye(t) → 0�
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Chapter 12

Dynamic feedback, linearisation

12.1 Motivation

��� �� ���� ����� �� ��� ���������� �� ��� �������� ��������� �� ��� �������

����� q = (x�y�θ)T � 



�x = u1 ��� θ

�y = u1 ��� θ

�θ = u2

�

������ ���� �� ���� �� ������� ��� ��� �������� �� ��� ����� �� ������ d

���� �� ��� �������� �� ����� �� ������ ����� ��� ������ �������� �� ����

������ ����� ��� ���� �
y1 = x+ d ��� θ

y2 = y+ d ��� θ
�

X

Y

x

y
θ

d

������ ����� �������� ���� �����

���



������� ��� ������� ��������� ������������� ���

������ ��� �� ������ �� ��� ������ �� ������������ ������������ �� ���� ���

�� ������������
�

�y1 = �x− d �θ ���θ = u1 ��� θ− u2d ���θ�

�y2 = �y+ d �θ ���θ = u1 ��� θ+ u2d ���θ�

���� �
�y1

�y2

�
=

�
��� θ −d ��� θ

��� θ d ���θ

��
u1

u2

�
= D(q)u = v =

�
v1
v2

�
�

��� ����������� ������� �� ���� ������� ��� ���������� ρ1 = ρ2 = 1� ��� ��

���D(q) = d �= 0 ���� ��� ������ �� ������������ ����� ρ1 + ρ2 = 2 < 3�

����� ������ ��� ���� ��������� �� �������� ����� �� ����� ��������� ���

����������� 



ξ1 = y1

ξ2 = y2

ξ3 = θ

�

�� ����� ����������� ��� �������� ��������� ���� �� ��� ���������




�ξ1 = �y1 = v1
�ξ2 = �y2 = v2
�ξ3 = �θ = u2 = − 1

dv1 ��� θ+ 1
dv2 ��� θ

�

��� ���������� ���� y1(t) = 0 ��� y2(t) = 0 �������� ������� ��� �����

������� ξ1� ξ2� �� ���� �� ��� ������ v1 ��� v2� �� ������������ ��� ����

�������� ������
�ξ3 = 0�

���� ���� ��� �������� �� ��� ������� ������� �������� �� ��� �������� ��

� ���������� ���������� (xd(t)�yd(t)) ��� �������� ������� ��������� ���

���� ��� ���� �� � ������������ ��� ��������� ���� � ����������� ����� ����
�
v1 = �xd1 − k1(x− xd)

v2 = �yd − k2(y− yd)
�

�� ��� �� ����� ��� ��������� �� �������� ���������� ��� ��������� ��������

������ �� ��� ����� �� �������� ��� ���� ����������� �� ��������� ���� ��

���� �� ������� � ����� ������� �� ��� ��� �� ��� ������ �� ���� �������� d

���� ��� ������ ����� �� ��� ���� ����� ��� �� ����� ������� �� ���� ������

��� ���� �� d = 0� �� �� ��� ������ ��������
�
y1 = x

y2 = y
�



������� ��� ������� ��������� ������������� ���

�� ���� ���� �� ���� �
�y1 = u1 ��� θ

�y2 = u1 ��� θ
�

���� ��� ���������� ������ �� �������� ��� ��� ���������� ��������� �� ���

����������� ��� ����������� ��� ���� �� ���� ����� �� ����� ������������ ���

������ �������� ���� ����� ����� ���������� ���� ��� �������� ��� ��������

�������

�
�y1 = �u1 ��� θ− u1

�θ ���θ = �u1 ��� θ− u1u2 ��� θ

�y2 = �u1 ��� θ+ u1
�θ ���θ = �u1 ��� θ+ u1u2 ��� θ

�

���� ��� �� ������ ���� �� ��� �������� ����� ����� u1 ���� ��� ������

� ������� ��� ����� ��� �� ����� ����� ��������� �������� �� ��� ������� ��

����� ���� w1 = �u1 ��� w2 = u2� ���� ����� ��� �� ���

�
�y1

�y2

�
=

�
��� θ −u1 ��� θ

��� θ u1 ��� θ

�
w = D(q�u1)w�

�� ��������� ���� u1 �= 0 ��� ������ D(q�u1) ������� � ���������� �������

������ ������� ��� �������� v = D(q�u1)w �� ������ �� � ��������� ������

������ ������������ �
�y1 = v1

�y2 = v2
�

�� ����� ��� ����� ����� ��������� ��� ����� ����� �� ��� �������� �� ���

�������� u1 ��� ������ �� ��� ���������� ��������� ��� �������� �u1 = w1�

��� ������ 



�x = u1 ��� θ

�y = u1 ��� θ

�θ = w2

�u1 = w1

���� ������ �
y1 = x

y2 = y



������� ��� ������� ��������� ������������� ���

�� ����������� ��� ������������ �� ��� �������� ξ = ϕ(x) = (y1� �y1�y2� �y2)
T �

v = D−1(q�u1)w� ����� ����� �� ����� ��� ����





�ξ1 = ξ1
�ξ2 = v1
�ξ3 = ξ4
�ξ4 = v2

�

����� �� ��� ������ R3 × R − {0}� ��� �������� ����� �� �� ��������� ��

� ������ �� �� ����� ������� ���� �� ������ �������� ��� �������� �������

���� �� ���������� ��������� �� ������� ���� �� �������� �� �� ������� ����������

��� ��������� ��������� �� � ������ �������� �u1 �= 0� ���� ��� ���� ������

�� ��� ����� d = 0� ��� ������� �������� ������������� ��� ���� ��� ���

������ �������� ������������� ���� ����� ���� ��� ������� �������� �� � ����

�������� ���� ���� ��� ������ ���� �� ��� ���� ������� �� ����� ����� ���

������� �� ��� ������� �������� �� � ������ ����

12.2 Dynamic feedback

��� � ������������ ������

σ : �x = f(x(t)) + g(x(t))u(t) = f(x(t)) +

m�

i=1

gi(x(t))ui(t) ������

�� ������ ����� x ∈ Rn� u ∈ Rm� �� ���� ������ �� ��� � �������

�����������

κ :

�
�z = F(x(t))� z(t)) +G(x(t)� z(t))w

u = H(x� z) + K(x� z)w
� ������

z ∈ Rq� w ∈ Rm� ��� �������� z �� ��� ����� �������� �� ��� ������������

��� ��������� �� ��� ������������� ����� ����� ������ q� � �������� �� ���

������ ������ ��� ��� ����������� ������ ����� ��� ������� ������

(σ+ κ) :

�
�x

�z

�
=

�
f(x(t)) + g(x(t))H(x(t)� z(t))

F(x(t)� z(t))

�

+

�
g(x(t))K(x(t)� z(t))

G(x(t)� z(t))

�
w = Φ(x(t)� z(t)) + Ψ(x(t)� z(t))w� ������



������� ��� ������� ��������� ������������� ���

��� � ������� ������

σ � : �ξ = F(ξ(t)) +G(ξ(t))v�

�� ��������� ��� ��������� ��������� �� ��� ������� �������� ������������

Definition 12.2.1 ��� ������ σ �� ������� �������� ���������� �� ��� ����

��� σ �� σ ∼=DF σ
� �� ����� ������ � ������� ����������� κ ��� � ������

�������� �
ξ = ϕ(x� z)

w = α(x� z) + β(x� z)v
�

���� ����

(σ+ κ) ∼=
F
σ ��

�� ��� ������������� ϕ(x� z) �� ������ �� ����� �� ��� ����� �������

�������� ������������

��� ������ σ �� ����� ����������� �������� ������������ ������������ ����

���������� �� σ � �� � ������ ������� ��� ����� ����� σ ∼=DF σ
��

12.3 Theorems on dynamic linearisation

������������ ����� ��� �������� �� ��� �������� �� ���������� ��� �������������

���� ����� ����������� �������� �� ��� ������� ����� �� ��� ������� ����

��� ������� �� ��� ������� �������� �������� �� � ������� ��������� �� ���

�������� ������ �� ��� ������� �� ��� ������ ���� ���� � �������� �� ��������

�� ��� ����������� �� ��������� ���������� �� ����� �� ���� ��� ������ ���

������� �������� ������ ��� �� ��������� �� �� ������ ��� ����� �� �� �������

���� ��� ���� ��������

Theorem 12.3.1 � ������������ ������ �� ������� �������� ������������ ��

��� ���� �� �� �� ������ �������� �������������

��� ���� ������ �������� � ��������� ��������� ��� ������� ��������������

����� � ���������� ������������ ������ �� � �������� ����������� �������������

���� �� ���� � ��������� ��������� ��� ������ ��������������

Theorem 12.3.2 �� � ������ �� ������� �������� ������������ �� � ������

�������� �� �� ����������� ����� ���� ��� ������ ������������� �� ����

����� �� �������������
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12.3.1 Brunovsky compensator

� ������ �� ��� ������� ������������� ������� ������ ��� �� ������ ���� ���

������� �� ���� ������ ���� ���� �� ��� ������ ������������� ��� ��� ������

���� �� ������� ������������� �� ���� �� ������ � ����������� ��� ����

�� ��������� ��� ������ �������� ���� ��� ������������ �� ����� ��� ����

��� ������ ��� ��� ������������� �� ��� ����������� ��� �� ������������ ��

� ����� ��������� ������� �� ����� � ������ ����������� �� ��� ���������

��������� ����� ���� �� ���� �� ��� ��������� ���� ��� ��� ������ ������

�� ������ � ���������� �� �������� 0 � µ1 � µ2 � · · · � µm� ����� ���

������ ��� ����� ����� ��������� �� ��� ������������ q =
�m

i=1 µi� ���

��������� ����������� �� � ������� �������� �� ��� ������ ������� ������

�� ��� ��������� ��� ���� ������ ������





�z11 = z12� �z12 = z13� � � � � �z1µ1
= w1� u1 = z11�

�z21 = z22� �z22 = z23� � � � � �z2�µ2
= w2� u2 = z21�

���

�zm1 = zm2� �zm2 = zm3� � � � � �zmµm = wm� um = zm1�

�� ��� ��������� �� ��� ��������� ����������� �� ������� ���� u
(µ1)
1 = w1�

u
(µ2)
2 = w2�� � � � u

(µm)
m = wm� �� ��� ��� �������� ���� �� �� �����������

������������� µ1� µ2�� � � � µm ������ �� ���� ������� ���� ��� �������� �� ���

��������� ����������� �� ��� ������ �� ��� ����� ��������� �� ��� ������

������� ���� ����� ��� ����������� � ���� �� ���������� ��� ������� µi

��� ������� ������������� ���� �� � ������� µj = 0� ���� ��� ��� µi ���������

µj ��� ���� ����� �� ����� µj = 0 ����� ���� ��� ������� ����� wj ���� ���

�� ����������� ���� uj = wj� ���� ��� �� ���� ��� ������ ������� ��� ������

��� ��������� ����������� ��������� �� ��� �������� (µ1�µ2� � � � �µm)� ��

����� ��� ������������

Δ0 = ����
C∞(Rn�R)

{gk|µk = 0}� Δi+1 = Δi + ��fΔi + ����
C∞(Rn�R)

{gk|µk = i+ 1}�



������� ��� ������� ��������� ������������� ���

�������� ���������� ��� ��� ������� ������������� ���� ������������� �������

��� ��� ��������� ������������ ��� �������� �� ��� ��������� ��������

Theorem 12.3.3 (Charlet-Lévine-Marino) ��� ������

σ : �x = f(x(t)) + g(x(t))u(t) = f(x(t)) +

m�

i=1

gi(x(t))ui(t)�

x ∈ Rn� u ∈ Rm� �� ������� �������� ������������ �� � ������������� ��

��� ����������� ����� x0 = 0� ��

�� ���Δn+µm−1(0) = n�

�� ��� ������������� Δi� i = 0� 1� � � � �n+µm−2 ���� ������ 0 ��������

��������� ��� ��� �����������

�� �� � ������� ������������� �� ���� ����� ����� [gj�Δi] ⊂ Δi+1� ���

j = 1� 2� � � � �m� µj � 1� i = 0� 1� � � � �n+ µm − 2�

�� ��� ���� ���� i � µm� ��� ���� ��������� �� ��� ������������ Δi+1 ��

����� �� ����� ������ ���� �� µm = 0 ���������� ��� µj = 0�� ��� ���������

��� ��� ������� ��������������� ��������� ���� ��� ��������� ��� ��� ������

��������������� ��������� �� ������� ������

12.4 Differential flatness

�� ��� ������� ������� �� ��� ������������ ���������� ��� ������������� ��

���� ������� ������� ������� ���� �� ��� ����������� ������� �� ��� �������

��� �� �� ��� ��������� �� ��� �������� ����� ����� ���� ����� ������ �

�������� (ϕ�α�β) ��������� ����������� �� ��� ����������� �� ��� �������

���� ������� �� ����� ���� ���������� ��� ������� ��� ��� ��� ���� ���� ���

����� ��������� �� ���� �� ��� �������� �� ��� ��� ������ ������ ���� �� ���

���� �� ��� �������� ���� ����������� �������� ��� ������� �� � �������������

��� ������ ��� ���� �� ������ �� ��� ��������� ����

Definition 12.4.1 ��� ������������ ������

σ : �x = f(x(t)) + g(x(t))u =

m�

i=1

gi(x(t))ui(t)�

����� x ∈ Rn� u ∈ Rm� �� ������ ������������� ���� �� ����� ����� ���������

yi = hi(x)� i = 1� 2� � � � �m�



������� ��� ������� ��������� ������������� ���

�������� �� �� ��� ��� �������� ���� ���� ������ ����������� �������

������ �� ���� �������� ������� ��� ����� ��������� �� ���� �� ��� ��������

�� ��� ������ σ ��� �� ��������� �� ���� ��������� �� ��� ��� �������

��� ����� ���� ������������ ����

xi = xi
�
y� �y� � � � �y(ri)

�
� i = 1� 2� � � � �n

uj = uj

�
y� �y� � � � �y(sj)

�
� j = 1� 2� � � � �m�

� ����������� ������� �� ������������� ��� ������� �� ���� ���� ��� ������

���������� ����������� �������� ������������� ������� �� �� ��� ���� ������

��������� ��������� ��� �������� ���������� ��� ����������� �������� �� �����

�� ��������� ��� ������� �� ������� ���� �� ������ �� ��� ���������� �� ��

����� ���� ��� ���������� �� ������ ������ ���� ��� ��������� ��������� ���

��� ��� ������� ������� �������� ��� ������������� ���� ���������� �� ��� �����

��� ������� �� ��� ������� ���� �������� ������� ���� �� ���� ��� �������

���� ������

�x1 = u1� �x2 = u2� �x3 = x2u1� � � � � �xn = xn−1u1�

�� ��� ��� ������� ��� �� ������ y1 = x1 ��� y2 = xn� ��� ���� �������

x1 = y1� xn = y2� u1 = �x1 = �y1� xn−1 =
�xn
u1

=
�y2

�y1
�

xn−2 =
�xn−1

u1
=

�y2 �y1 − �y2�y1

�y3
1

� � � � �u2 = �x2�

�� ������� ���� ��� ������� ���� ������ �� ������������� ��� �� ���������

���� �y1 = u1 �= 0� �� ������� ������ ���� �� ��� ������������� ��� ��

��� ���������� �� ��� ������� ����� �� ���� �� �������� ���� �� ��������

���� ����� ����� ������� ��� ����������� ������� �� � ������� ��� ������ ��

��� ����������� ������� �������� �� ����� �������� �� ����� ��� ���� ����

�������� �������� ������ ��� �������

12.5 Examples

Example 12.5.1 �������� ��� ��������� ������������ ������

σ :





�x1 = x2

�x2 = u2

�x3 = u1

�x4 = x3 − x3u2

�



������� ��� ������� ��������� ������������� ���

���� ������ �� ��������� �� ����� ������ ������ f(x) = (x2� 0� 0� x3)
T �

g1(x) = e3� ��� g2(x) = e2− x3e4� ei ������� ��� i��� ���� ������ �� R4�

�� ����� ������ � ����������� �� ����������� ���� ������ �� ������ ������

�� ������� ��������� ��� ������������ �� ����� ����� ���� ��������

��� ��������� ��������� ��� ��� �������� ���������������� �� �� ������ ���

����� ���� ��� ����� (0� 0) �� �� ����������� ����� �� ��� σ� ��� ������

�������������

A =
∂f(0)

∂x
=




0 1 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 1 0


 � B = [g1(0)�g2(0)] =




0 0

0 1

1 0

0 0


 �

�� ��� �� �������� ��� ���� �� ��� ������ ������

����
�
B�AB�A2B�A3B

�
= ����[B�AB] = 4�

�� ��� ������ ������������� �� ������������� ��� ��� ��������� ������

���� ������ ��� �� ��� ��� �������� �� ��� ��������������� �� ��� ������

��������� �� �������

D0 = ����
C∞(Rn�R)

{g1�g2} = ����
C∞(Rn�R)

{e3� e2 − x3e4}� ���D0(x) = 2�

��� ������������ D0 ��� �������� ��������� �� ��� ����� x ∈ R4� �����

��� ��� ��� �������

g12(x) = [g1�g2](x) = Dg2(x)g1(x)−Dg1(x)g2(x) = −e4 /∈ D0�

����� ��� ������������ D0 �� ��� ����������� ��� ������ σ �� ��� ������

�������� ������������� ��� �� ����� ��� �� ������� ��� ������� ��������

�������������� ��� ���� ���� ���� �� ��� ������ �� � ��������� �������

������ ������� ���� µ1 = 0 ��� µ2 = 1� ���� �� ���� q = 1 ��� n = 4�

�� ������� ��� �������������

Δ0 = ����
C∞(Rn�R)

{g1} = ����
C∞(Rn�R)

{e3}�

���������� ��� ������������ Δ0 ��� �������� ��������� = 1 ��� �� �����

������� ����� �� ���

Δ1 = Δ0 + adfΔ0 + ����
C∞(Rn�R)

{g2}�



������� ��� ������� ��������� ������������� ���

X

Y

x

y
θ

������ ����� ��������

������� Δ1 = ����C∞(Rn�R){e3� e4� e2 − x3e4} = ����C∞(Rn�R){e2� e3� e4}�

��� ������������ Δ1 �� ���� �������� ����������� ��� ��������� (= 3)�

��� ����������� �� ��� ���� ���� �� �������

Δ2 = Δ1 + adfΔ1 = ����
C∞(Rn�R)

{e1� e2� e3� e4}�

��� ������������ Δ2 ��� �������� ��������� 4 ���� �� ����� �� ��� ���

������� �� ��� ����� ������ ���� ������� ���� ��� ������������� Δ4 =

Δ3 = Δ2� �� ��� ���������� ������ � ��� � �� ��� ������� ������ ���

��������� �� ��� ���� ���� �������� ��� ��������� ������ �� ���� �������

����

[g2�Δ0] ⊂ Δ1� [g2�Δ1] ⊂ Δ2� [g2�Δ2] ⊂ Δ3�

�� � ������ �� ����� �� ������ �� ����� ���� ��� ���� ���� ����� �����

����������� ���� ������� ���� ��� ���� ���� [g2�g1] = e4 ∈ Δ1� ����

��������� ��� ��� ��� ���������� ��� ��� ������� �������� �������������

��� ��������� ��� ������ σ �� ������� �������� ������������� ���� �����

��� ������� ���� ��� ����� �� ����������� ������������ ������� �� ������

���� ��� ����� �� ������� ���� ��� �� ���������� �� ����� �� ��� ������

���������

Example 12.5.2 ��� �� ������� ��� ����������� ������� �� ��� ����������

����� �� ��� �������� ������������� �� ����������� q = (x�y� θ)T � ���

������ ����� 



�x = u1(t) ���θ(t)

�y = u1(t) ���θ(t)

�θ = u2(t)

�



������� ��� ������� ��������� ������������� ���

�� ���� ��� �� ������ �� ��� ����������� ��� ������� y1 = x� y2 = y�

��� �������

x = y1� y = y2� θ=������
�y2

�y1
� u1=±

�
�y2
1 + �y2

2� u2 = �θ =
�y2 �y1 − �y2�y1

�y2
1 + �y2

2

�

���� ������ ��� ������� �� ��� �������� ������� ��� �������� ����� u1 = 0�

�� ����� �� ������ ��� ����������� ��������� ��� �� ������� ���� ��� �����

����������� �� ��� �������� ���� ���� ��������� �� ����� �� ��� ���

������� ��� ����� ���� ����� ���� ������������ ��� ���� ������ ��� ���

����������� ��� �� ������ ��





ξ1 = y1

ξ2 = �y1

ξ3 = y2

ξ4 = �y2

�

��� ���������� ��������� ��������� �� ����� ����������� ���� ��� ����





�ξ1 = ξ2
�ξ2 = �y1 = �u1 ��� θ− u1u2 ��� θ = w1 ��� θ− u1w2 ��� θ

�ξ3 = ξ4
�ξ4 = �y2 = �u1 ��� θ+ u1u2 ��� θ = w1 ��� θ+ u1w2 ��� θ

�

�� ������� ���� �� ��� ��������� �� ��� �������� ��� ����� �� ��� ���

������� ����������� �
�u1 = w1

u2 = w2

��� ����� ��� ��������

�
v1 = w1 ��� θ− u1w2 ��� θ

v2 = w1 ��� θ+ u1w2 ��� θ
�

���� �������� ��� ��������� ����� �� ��� �������� �� ��� ������ ������





�ξ1 = ξ2
�ξ2 = v1
�ξ3 = ξ4
�ξ4 = v2

�



������� ��� ������� ��������� ������������� ���

X

Y

x

y

ϕ

θ

������ ����� ��������� ���

����� �������� ��������������� ��� ���� ������ �� ��� ��� �� ������ ��

��� ������ ���� ����������� (q�u1) ∈ R3 × R − {0}� ��� ����� �����

������������� ������� ��� ����

ξ = ϕ(q�u1) =




x

u1 ��� θ

y

u1 ��� θ


 �

Example 12.5.3 � �������� ���� �������� �� ��� ���������� ����� �� ���

��������� ��� ����� �� ������ ����� ��� ���������� ������ �� ��� �����

����� ��� q = (x�y� θ�ϕ)T � ��� ���������� ����� ���� �� ����� �� ���

��������� ���� 



�x = u1

�y = u1 ��� θ

�θ = u1
���ϕ
���θ

�ϕ = u2

�

���� �� ����� ����� ��� ��������� |θ|� |ϕ| < π/2� �� �� ��� �������� ����

����� �� ������ ��� ��� ������� ��
�
y1 = x

y2 = y
�

�� �������

x = y1� y = y2� u1 = �y1� θ = ������
�y2

�y1
� �θ =

�y2 �y1 − �y2�y1

�y2
1 + �y2

2

= �y1
���ϕ

��� θ
�

ϕ = ������
�y2 �y1 − �y2�y1

�y1

�
�y2
1 + �y2

2

� ��� θ(y� �y� �y)� u1 = �ϕ(y� �y� �y)�



������� ��� ������� ��������� ������������� ���

��� ������� �� ����� ������������ ����� ���� ��� u1 �= 0 ��� ����������

�� ��� ��� �� ������������� ���� ��� �� ����� ������ ��� �����������

������� ��������� ����� q = q(y� �y� �y)� �� ���� ��� ����������� ��





ξ1 = y1

ξ2 = �y1 = u1

ξ3 = �y1 = �u1

ξ4 = y2

ξ5 = �y2 = u1 ��� θ

ξ6 = �y2 = �u1 ��� θ+ u2
1

���ϕ

���2 θ

�

�� ����� ��� ����������� ��� ��������� �� ��� ��������� ��� ��� ���

����������





�ξ1 = ξ2
�ξ2 = ξ3
�ξ3 = �u1

�ξ4 = ξ5
�ξ5 = ξ6

�ξ6 = �u1 ��� θ+ �u1
u1 ���ϕ
���2 θ

+

�
2 �u1u1 ���ϕ+u2

u2
1

���2ϕ

�
���2 θ−���2θu3

1 ���2 ϕ

���4 θ

�

���� ����� ��� �� ��������� � ��������������� ������� �����������





�u1 = η

�η = w1

u2 = w2

�

��� ��� ��������

�
v1 = w1

v2 = ηu1 ���ϕ
���2 θ

+
2ηu1 ���ϕ ���2 θ−���2θu3

1 ���2 ϕ

���4 θ
+w1 ��� θ+w2

u2
1

���2 ϕ ���2 θ

�

������� �� ��� ������� ������������� ��� ����� ���������� ������ ���



������� ��� ������� ��������� ������������� ���

���� �� � ������ ������� ������




�ξ1 = ξ2
�ξ2 = ξ3
�ξ3 = v1
�ξ4 = ξ5
�ξ5 = ξ6
�ξ6 = v2

�

���� ������������� �� �������� �� ��� ������ �� ����� ��������� �� ���

������ ���� ��� ������������ ����� �� (q�u1�η) ∈ R2 ×
�
−π

2 �+π
2

�2 ×
(R− {0})× R� ��� ����� ����� ������������� �� ������ �� ��� �������

ξ = ϕ(q�u1�η) =




x

u1

η

y

u1 ��� θ

η ���θ+
u2

1 ���ϕ

���3 θ




�

12.6 Bibliographical remarks

���������� �� ������� �������� ��������������� �� ����� �� ��� ���������

������������ ��� ������� ������ ���� ���� ��� ����� �������� ����

���������� �� ���� ���� �� ������������� ��� �������� �� �������� ��� ���

����� �������� ������������� �� � ����� �� ��������� ����� ������ ���� ���

����� ��� �������� ��� ��� ���� ��������� �� �������� ��� ������� ��

����������� ������� �� ��������� ������������ �� ��� ����� �������� ���

����������� �� ��� ������ ��� ������������ �� ������������� ��� ��������

������ �� ��� ������� �� ������� �������������� ��� ���� ��������� �� �����

������ ������� ��������

Bibliography

������� �� ��������� ������� �������� �������������� �� ��� ���������

������ ���� ������ ���� ������� ����������������� �����

������� �� �������� �� �������� ��� �� ������� �������� ���������� ���

������� �������� �������������� ���� �� ������ ����� ���������

��� �����



������� ��� ������� ��������� ������������� ���

������� �� ������� �� �������� ��� �� �������� �������� ��� ������ ��

��������� �������� ������������ ������ ��� ��������� ���� ��

�������� ������������� �����

�������� �� �������� �������� ��� ������� �� ��������� ��������

��������� �����

������� �� ������������ ��� �� �� �������� ������������� ���� ��������

�� ������� ��� ����� �����

������� �� ������� ������� ���������� ��� ���������� �� ������� �����

���� �������������� �� ����� ������ ������ �������� �������������

�����



Chapter 13

Limitations of feedback

�� ��� ���� ������� �� ����� ����� �� ����� ���� ���� ������� ����������� ��

������������� �� ��� �������� �� ��� ��������� �� ������� ���������� �� ����

������ �������� �� ������ ��� ������ ������� ������� ���� ����� �� �� � �����

�� ����������

13.1 Linear systems

��� � ������ ������

σ : �x = Ax+ Bu� ������

�� ������ ���� m ������� ������ ��� n������������ ����� ������ �� ������

���� ��� ������ σ �� �������� ������������ �� ����� ������ � ������ ��������

u = Kx� ���� ���� ��� ������ ������� ������

�x = (A+ BK)x

��� �� �������������� ����������� ����� x0 = 0� �� ������� ����� �� ����

������ � ������ ������ ������ ���� � �������� ��������� ��� ���������������

�� � ������ ������ �� ��� ���������������� ����� �� ���� ����� ���� ���� �����

���� ������� ���� � ���� ������� ���� ��������� ������� ������ ����������

��� ��������������� �� � ������ ������� ������ ���������� ��� ����������������

����������� ���� ������� ���� ��� ���������� �� ���������� ������� ��������

13.2 Brockett’s Theorem

�������� � ������ ������� ������

�x = f(x�u)� ������

���



������� ��� ����������� �� �������� ���

��� ��� u = 0� x = x0 ������ ��� ����������� ������ ���� f(x0� 0) = 0� ���

������ ������ �� ������ �������� ������������ �� ����� ������ � ������ ��������

u = α(x)� ���� ���� ��� ����� x0 �� �� �������������� ������ �����������

����� �� ��� ������� ������

�x = f(x�α(x))�

��� ��������� ������� ����������� � ��������� ��������� ��� ���������������

�� ��� ������ �������

Theorem 13.2.1 (Brockett) ������� ���� ��� ������ ������ �� �������������

��� ��� A ������ � ������������� �� x0� ����� ��� ����� �� ��� ��������

γ : A× Rm −→ Rn� γ(x�u) = f(x�u)�

�� � ������� ���� ������������� �� ��� ����� 0 ∈ Rn�

�� ����� ��� ��� ��� ���������� ������� ������ �� ����������� �� ���������

������� �� � ���������� ������� ������� ��� ������������� ���� � ������ ������

�� ��� ������� ���� 



�x1 = u1

�x2 = u2

�x3 = x2u1

�

�� ������ A = R3 ��� γ(u� x) = f(u� x) = (u1�u2� x2u1)� �� ����� �� ���

��� ����� 0 ∈ R3� �� ���� �� ������ ���� u1 = u2 = 0� ������� ��������

���� � ����� ����������� ����� �� ����� �� ��� ���� (0� 0� �) ∈ R3 ���� ���

������ �� ��� ����� �� ��� �������� f� ���� ����� ���� ��� ������� ����

������ �� ��� �������� ������������� ���� ������� ���� ��� ������� ����

������ �� ������������� ��� ������� ����� ��� �������� ������������� � �������

���������� ����� ��� ��� ��������� ������� ������ ������������ �� ���� �� ����

���������� �������� ��� ������

�x = g(x)u =

m�

i=1

gi(x)ui

���� ������� ������ ����� ����������� �� ��� ����� x0� ������� ��� ���� ��

���������� �� ��� ������ ���� ��� ������ g(x) ����� ��� ����

�
�g1(x)

�g2(x)

�
�



������� ��� ����������� �� �������� ���

���� ���� ������ ��� ����� x0 ���� �g1(x) = m� ���

A = {x ∈ Rn| ���� �g1(x) = m}�

�� ��� ��� A ����� ������ ��� �������� u = �g−1(x)v ������������ ��� ������

���� ������ �� ��� �������� ���������� ����

�x =

�
Im
h(x)

�
v�

�� ���� γ(v� x) = (v�h(x)v)� �� ����� �� ����� ��� ����� 0 ∈ Rn� �� ����

�� ��� v = 0� �������� �� ��� �� m < n� �� ����� �� ��� ���� (0m� �ei)� ei �

���� ������ �� Rn−m� ������ �� ��� ����� �� ��� �������� γ� ����� � ���������

������� ������ ���������� ��� ��������� m < n �� ��� �������� �������������

�� ��������� ��������� ������� ���� � ���������� ���� ��� � ������� ����

������

�x = f(x) +

m�

i=1

gi(x)ui

����� ����� ������ ���� ������� �� ��� ������������ ������� �� ��� �������

������ ������ ��� ��� ������ �� �������� �� ���� ���� ��� ��������� �� ���

����� ������ m < n� � ����������� �������� ���� ��� ����� ������� ��� ������

���� �������� �� ��� ������� ������ �� ����� ���� ���� ������� �� � ������

��� ����� � ���������� �������� u = α(x)�

��� ���������� ��������� �������� �� �� ��� �� ��� ���������� �� �������

������� ��� ��������� �� ����������� �� �������� �� ��� �������� �������

������� ���� ����� ��� �� �������� �� ���� ���������� ���� �� � ��������

��������� �� ��� ����� ��� ���� �� � ������������� ��������� �� ���� ��

�� ��� ������� �� ��������� ������������� ���� ������� �� ��� ����������

����� ����������� ��� �������� ���� ��� �������� ���������� ���������� ���

����������� ����� �� ���� ���������� �������

13.3 Theorem of Lizárraga

�� ���� ������� �� ����� ����� � ������ ���� ����� ��� ���� �� � ����������� ��

��� ���������� ������� ���� ������� �� ��� ������� �� ���������� ���������

�� ����� �� ����� ���� ������� �������� � ������� ������ �� ��� ����

�x = f(x�u)� ������

���������� � ���������� �������� f : Rn × Rm −→ Rn ���� ����� ��� �

���� u ∈ Rm ��� ������ ���� fu(x) = f(x�u) �� ������� �� ������ ����



������� ��� ����������� �� �������� ���

���������� ������� ��������� u(·) ∈ U ��� ���������� ����������� ��� ���� ���

����� ������� �������� u(·) ��� ����� ������� ����� x0 ����� ������ � ����������

xu(t) = Φt(x0�u(·)) �� ��� ������ ������� �� � ��������� ���������� ���

��� ������ ������ �� ����� ���� � ���������� yv(t) ��������� ��� ��������

�yv = f(yv� v) ��� � ������� ������� �������� v(·) ∈ U� �� ��� ���� ��� ������

������ ��� � ���������� ���������� �� ����� ������ � ���������� ��������

u = α(x�y� v� t)�

���� �������� ��� �������� α(y�y� v� t) = v� ��� �� ���� ���� ��� ��� ����������

xα(t) �� ��� �������������� ������� ������

�
�xα = f(xα�α(xα�yv� v� t))

�yv = f(yv� v)

�� ����� ���� xα(t) −→t→+∞ yv(t)� ��� ������� ��������� ����� ������

������ � �������� ��������� ��� ��� ������������� �� � ���������� �����������

Theorem 13.3.1 (Lizárraga) ��� ��� ������������� �� ��� ������� ����� ����

� ������ ��� �� ��� ���������

Rm = E1 ⊕ E2

��� �� ����� ��� ����������� �� ������ �����

Bi = {fu : Rn −→ Rn|u ∈ Ei}� i = 1� 2�

��� ��� �Bi(·) ������ ��� �������� ��� ������� �� ������ ����� ����������
Bi� ������� ���� ��� ��� ���������� ������������� ����� ����� ��������

����� S1�S2 ∈ Rn ���������� ��� �����������

�� Si �� ��������� ���� ������� �� �Bi(·)� ���� ����� ���� ������������
�� ������ ����� ��������� �� ��� ��� ������� �Bi(·)� ����������� �� Si
���� ������ Si�

�� ���������� ��� �Bi(p) �� ��� ������ ������� �� ��� ������ �����

���� ��� ��� �������� �Bi(·) ��� �������� �� ��� ����� p ∈ Si�

�� ����� ������ � ����� p ∈ S1 ∩ S2� ���� ���� ��� ��� �� ���������

������� �� ��� ��� �������� �Bi(·) �� ���� ����� �� ����� �� ��� ������
��� �� ����� ���������� ��� �� ��������� ��� ��� ����� �� ��� ���

�� ������� ������ �� ��� ������������ Si

�B1(q) + �B2(q) = �B1(q)⊕ �B2(q) � TqS1 + TqS2�



������� ��� ����������� �� �������� ���

����� ����� �� �� ���������� ���������� ��� ��� ������ �������

� ����������� �� ��� ������� �� ���������� �� ���� ��� ����� ����������

��������� ���������� �� � ���������� ������� ������ ��� �� ������� �� �����

�� � ���������� �������� ��������� �� ��� �������� ������ ��� ���������

����������� ��� ����� ��� ������������ ���� ��� ������� ���� ������




�x1 = u1

�x2 = u2

�x3 = x2u1

������� ����������� ��� ������� ����� R2 �� ���� ������ ��� �� ����������

���� � ������ ��� R2 = E1 ⊕ E2� ����� Ei = ����R{ei}� i = 1� 2� �� ����

B1 =








1

0

x2


 v|v ∈ R



 � B2 =







0

1

0


w|w ∈ R



 = E2

���� ���������� �Bi(·) = Bi� ����� ������ ��� ������������ S1 = S2 =

R3� ���� ��� ���������� ��������� �� �������� ���������� ���� ��� ���������
�Bi(q)� i = 1� 2 ��� 1������������� ���� ������� ���� ��� ��������� ���������

������ ����������� ��� ��� ����� p = 0 ∈ S1 ∩ S2 �� ����

�B1(0) + �B2(0) = �B1(0)⊕ �B2(0) = R2 × {0} � T0S1 + T0S2 = R3�

����� ��� ���������� �� ��� ������� ������ ��� ��������� ��� ������� ����

������ ���� ��� ���� � ���������� �����������
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